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Geschichte. 


Montel, P.: Sur la pyramide de Chöops. C.r. Acad. Sci., Paris 224, 1741-1743 (1947). 

Verf. wendet sich gegen die Phantasien der Pyramidenmystiker, die z. B. das 
Verhältnis ®=a:b der Seitenflächenhöhe zur halben Grundquadratseite der 
Cheopspyramide in Beziehung setzen zum ‚Goldenen Schnitt“. Tatsächlich ist bei 
den vorliegenden Abmessungen (Pyram. Höhe = 280 und 25 = 440 Ellen) 

ai 

® = 1,618..., also gleich dem nal 
Abschnitt der stetig geteilten Strecke a + b sehen. Ebenso ist, wie es die z-Theore- 
tiker behaupten, 2x = 4-(2b). — Verf. meint, daß vielleicht die Beziehung 
h? = ab, aus der sofort die G.S.-Relation folgt und die Herodot von den ägypt. 
Priestern erfahren haben soll, das die Konstruktion bestimmende Gesetz darstelle. 
Nun steht aber in der vom Verf. nicht näher bezeichneten Herodotstelle (2, 124) 
etwas anderes; denn uEtorov ist nicht die Seitenfläche, sondern die 8 Plethren 
(ca. 246 m) lange Grundkante. Deshalb hat schon L. Borchardt (Gegen die Zahlen- 
mystik an der großen Pyramide bei Gise, Berlin 1922, S. 26) darauf hingewiesen, 
daß der Astronom Herschel auf Grund einer falsch verstandenen Herodotstelle 
sich zu den G.S.-Theoretikern bekannt habe. — Man wird so dem Schlußurteil des 
Verf. eher zustimmen, daß lediglich technische Erwägungen für die Wahl der Ab- 
messungen bestimmend waren. Nur ging man wohl nicht von der Neigung der 
Seitenkante, sondern von der der Seitenfläche (und der Länge der Grundkante) 
aus. Sie wurde durch den Böschungsrücksprung (in Handbreiten) bei einer Steigung 
um 1 Elle (= 7 Handbreiten) festgelegt, der in den Pyramidenaufgaben des Papyrus 
Rhind den bezeichnenden Namen s’kd = ‚Das, was das Bauen ermöglicht“ führt. 
Bei der Cheopspyramide ist er 5l/, (220:280 = 51/,:7). K. Vogel (München). 

Dumont, M.: Mohammed Ibn Mousa Al-Khowarizmi. Rev. gener. Sci. pur. appl., 
Paris II.s. 54, 7—13 (1947). 
| Der im ‚Centre d’Etudes et de Recherches math&matiques et physiques“ in 
 Beyrouth am 11. Januar 1946 gehaltene Vortrag würdigt die Verdienste des am Hofe 
des Kalifen Al-Ma’mün (813—833) wirkenden Persers Muhammad ibn Müsä 
Alhwärazmi. Außer seinen Leistungen auf dem Gebiet der Astronomie und 
Trigonometrie sind besonders zwei Werke zu nennen: 

1. Seine „Indische Arithmetik‘“ (Algorithmi de numero Indorum), die nur in 
einer lateinischen Übersetzung erhalten ist und mit der er die Indischen (,,Arabi- 
schen‘) Ziffern in die arabische Wissenschaft einführte, und 

2. seine „Algebra“ (Kitab algabr w’almugäbalah), die eine Beispielsammlung 
für die Praxis der Kaufleute, Feldmesser und Juristen (Erbteilungsaufgaben) dar- 
stellt, in der auch erstmalig eine klare, methodische Behandlung der quadratischen 
Gleichungen mit geometrischen Beweisen dargeboten wird. 

Für diesen Teil der „Algebra“, die Alhwärazmf’s Ruhm für alle Zeiten begrün- 
dete, gibt Verf. eine eingehende Analyse (nebst Beispielen aus dem Text), dazu eine 
kurze Gesehichte der Algebra bei den Ägyptern, Griechen und Indern sowie Angaben 
über die Einwirkung Alhwärazmi’s auf die mittelalterliche Mathematik. — Die Dar- 
stellung der Vorgeschichte der Algebra ergibt ein jetzt nicht mehr haltbares Bild, 
da dem Verf. die Leistungen der babylonischen Mathematik unbekannt geblieben 
sind, in der eine bereits von der Geometrie losgelöste Algebra existierte. So treten 
dort auch die beiden Lösungen der quadratischen Gleichung lange vor Alhwärazmi 


der G.S.-Theoretiker, die in a den größeren 
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auf. — In diesem Zusammenhang sei auf den im Titel des Werkes doppelt nieder- 
gelegten Fachausdruck für das „Sich entsprechen zweier gleicher Dinge“, worin 
ja das Wesen einer Gleichung besteht, hingewiesen. Das Arabische „almugqäbala 
ist nichts als die Übersetzung des babylonischen „gabru‘‘ (assyrisch: maharu), 
das im ersten Teil des Titels „al-gabr w’almugäbalah‘‘ erhalten ist [vgl.S. Gandz: 
Sources of Al-Khowärizmi’s Algebra. Osiris 1, 263—277 (1936); dies. Zbl. 13, 193]. 
Vogel (München). 

Hofmann, E.: Vom Werden der Leibnizsehen Mathematik. Ber. Math.-Tagung 
Tübingen 1946, 13—35 (1947). 

e Keyser, €. J.: Mathematies as a eulture elue, and other essays. (Vol. I of the 
Colleeted Works). New York: Seripta Mathematica 1947. VII, 277 8. 

e Parke, N. 6. II: Guide to the literature of mathematies and physies. New 
York and London: MeGraw-Hill 1947. 205 p. 

Stewart, €. A.: P. J. Daniell. J. London math. Soc. 22, 75—80 (1947). 

Chapman, $.: Prof. David Enskog. Nature, London 161, 193—194 (1948). 

Turnbull, H. W.: Colin Maelaurin. Amer. math. Monthly 54, 318—322 (1947). 

Cairns, W. D.: Benjamin Franklin Finkel. Amer. math. Monthly 54, 311—312 
(1947). 

Corput, J. 6. van der und F. van der Blij: In memoriam Dr. L. W. Wieland, 
Nieuw Arch. Wiskunde, 1l.s. 22, 217—219 (1948). 


Algebra und Zahlentheorie. 
Lineare Algebra. Polynome: 


Todd, J. A.: A note on real quadratie forms, Quart. J. Math. (Oxford Ser.) 18, 
183—185 (1947). 

Ist A, eine p-fache charakteristische Wurzel der reellen symmetrischen n-reihigen 
Matrix A, so ist Rg(A— 4, E) = n— p. Für diese gewöhnlich aus der Hauptachsen- 
transformation hergeleitete Tatsache wird ein direkter rationaler Beweis gegeben. 
Er beruht darauf, daß die r-reihigen Unterdeterminanten einer Matrix vom Range r 
eine Matrix vom Range 1 bilden, und läßt sich zu einem von Induktionsschlüssen 
freien Beweis für die Existenz der Hauptachsentransformation ergänzen. Wielandt. 

Price, &. B.: Some identities in the theory of determinants. Amer. math. Monthly 
54, 75-90 (1947). 

Wiedergabe eines Tagungsvortrags. Verf. bringt eine Zusammenstellung von 
Determinantensätzen, in der Hauptsache über Determinanten, deren Elemente 
Minoren einer anderen Determinante sind (Sätze von Sylvester-Franke; Bazin- 
Reiss-Piequet; Jacobi, Franke und Reiss; Sylvester). Vorangestellt sind 
der Laplacesche Entwicklungssatz, der Multiplikationssatz von Binet-Cauchy in 
seiner allgemeinsten Form sowie ein Satz von Sylvester über die Zerlegung des 
Produkts zweier Determinanten. Unter den für a'le diese Sätze bekannten Beweisen 
werden solche bevorzugt, die mit Identitäten zwischen Matrizen arbeiten. Den 
Abschluß bilden ein Abriß der geschichtlichen Entwicklung der Determinanten- 
theorie sowie ein Literaturverzeichnis. Rohrbach (Mainz). 

Pölya, G.: Expansion of a determinant. Amer, math. Monthly 54, 473—474 
(1947). 

Die n-reihige Determinante D, deren »-te Zeile # = 1,2,...,n) 


en ve an hr &4E a—x,1,0,..,0 


lautet, erweist sich als der mit (—1)" multiplizierte Koeffizient von 1" in der Ent- 
wieklung von [(1 + 1° — x1]"\. Daraus ergibt sich für D die Entwicklung 
a ee H.L. Schmid (Berlin). 
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. Griffiths, L. W.: Introduetion to the theory of equations 2.ed. New York: 
J. Wiley & Sons, Inc. 1947. IX, 2788. 

Baier, O.: Die Hurwitzschen Bedingungen. Ber. Math.-T übi 
ee" er gung er. Ma agung Tübingen 1946, 

Petterson, E. L.: Eine obere Grenze der Gradzahlen ganzer rationaler Funktionen 
als Folgerung funktionen-theoretischer Beziehungen. Ark. Mat. Astron. Fysik B, 
Nr. 3, 8S. (1947). 

f(z), g(x) und A(x) sind Polynome. Verf. beweist, hauptsächlich mit Hilfe des 
Satzes von Rouch&, folgende Sätze: 


1. Für Grad g(x) S Gradh(x) und c> Ogilt: Max 22) _ Max (gta) | 
Ira >e|R (®) Aal=ce © 
2. g(x) und h(x) seien normiert (höchster Koeffizient 1); Grad g(x) = m, 
n 
Grad h(@)=n, c20. Dann gilt: Max |h(x)| > c”. 
la(&@)l=e 
3. Es seien Grad g(x) =m> Gradh(x)=n, Max |h(2)| = w, g(x) + h(a) = 0. 
Iat@l=e 
1 


Dann ist |g(a)| = |h(a)| < Max ey: ) 


4. Es seien g(x) normiert, höchster Koeffizient von A(x) gleich a, Grad g(x) = m, 
m 


m > Grad h(x)=n, g(a) + h(a) = 0, jal”-" =A, Max |h(x)|=w. Dann ist: 
IQ] = 4A 


Ist) | = Aa) < real 
ja RT” 
5. f(x) sei normiert, Grad f(x) = m, der höchste Koeffizient von f(x) — x” habe 
den Absolutbetrag 1, f(x) = 0. Dann ist |x| s Max |f(a) — a”. 
e|=1 


6. Es seien R>r = 1, g9(z) normiert; es gebe wenigstens ein & mit |y(&)| = R 


P “ ! IRUR AL RL ER log R 
und |&| = AR, und für alle zmit |x| > r sei |g9(2)| 1. Dann ist Gradg (x) Serra 
7. Es seien g(x) normiert, Grad g(<) = m>L, |g(R)|=R, \gr)\ =1,R>r>1. 

> : log R : R—1 
Dann gilt im ——e<— = lim —=m 
ii g(2) — x" log R — logr ga) am IT 1 


Dabei bedeutet g(z) > x”, daß alle Wurze!n von g(x) gegen Null streben. — Wäh- 
rend es zu jedem normierten g(x) Werte R und r gibt, die den Bedingungen von 
6. genügen (Verf. erwähnt dies nicht), ist dies bei 7. keineswegs der Fall. Für den 
Grenzprozeß 9(x) — x” genügt daher die Angabe, daß alle Wurzeln von g(x) gegen 
Null streben sollen, nicht. Dueball (Berlin). 

Reynolds, J. 0.: On the irredueibility of certain polynomials. J. Elisha Mitchell 
sci. Soc. 63, 120—132 (1947). 

Die Frage der Reduzibilität (im Körper der rationalen Zahlen) ganzzahliger 
Polynome vom Grade n, die an t ganzzahligen Stellen den Wert p* (p Primzahl, 
k > 0 ganz) annehmen, wurde für k = Ound 1 von I. Schur, G.Pölya, A. Brauer, 
H. L. Dorwart und O.Ore u. a. untersucht. A. Brauer u. R. Brauer [Math. 
Z. 40, 242—265 (1935); dies. Zbl. 11, 387] erweiterten die Untersuchung auf den 
Fall k >-+:und bewiesen hier insbesondere, daß für n > 13 die Polynome 


’ (a) = IL @—an)h(a) + p* 


_irreduzibel sind oder in zwei Faktoren gleichen Grades zerfallen, falls t >; n 

und @,@,.. .,a, inkongruent mod p sind. Verf. zeigt, daß dieser Satz gültig bleibt 

für n = 4, 5, 8, 9, 10 und 12, ferner, falls t = n ist, fürn = Tund 11, dagegen nicht 
ı* 


4 
zutrifft für n= 3 und 6. Ferner gibt Verf. Verbesserungen der Resultate von 


A. und R. Brauer im Falle der Zerlegbarkeit in zwei gleiche Faktoren, wobei ins- 


besondere noch der Fall eines konstanten h(x) betrachtet wird. Schließlich ver- 


schärft Verf. in Fortführung von Untersuchungen von G.Pölya, H.Ille und 
T. Tatuzawa einen Satz von A. Brauer und G. Ehrlich [Bull. Amer. math. Soc. 


52, 844—856 (1946)] dahin, daß ein ganzzahliges Polynom g(z) vom Grade n irre- 
duzibel ist im Körper der rationalen Zahlen, wenn 


: (n — 1)! 
<a) < aaa 
ist für n ganzzahlige Stellen 2,» =1,2,.., n). Rohrbach (Mainz). 


Gruppentheorie: 


Sprague, R.: Bemerkungen über eine spezielle Abelsche Gruppe. Math. Z. 5l, 
8284 (1947). 

Verf. betrachtet die Abelsche Gruppe vom Typus (2, 2, 2, 2) und der Ordnung 
16. Es gelingt ihm, eine Anordnung 1 <A<.... für die Elemente der Gruppe 
herzustellen und damit eine Tabelle aufzustellen, die zu jedem Element X +1 
acht Elemente @ mit @ <@X liefert. Dies wird auf ein Verschiebungsspiel ange- 
wendet. O.Grün (Berlin). 


Todd, J. A.: On the simple group of order 25920. Proc. R. Soc. London A 189, 


326—358 (1947). 


Verf. betrachtet, im Anschluß an frühere Untersuchungen von Jordan, 


Burckhardt, Baker, Coxeter und anderen, die einfache Gruppe von der Ordnung 


25 920. Er faßt sie auf als Gruppe der Kollineationen eines vierdimensionalen 


Raumes, die ein Gebilde von 45 Punkten invariant lassen. Es gibt in dieser Gruppe 
ein gewisses System von 45 konjugierten Operatoren (,‚Projektionen“). Verf. zeigt 
unter anderem, daß jede Operation der Gruppe als Produkt von höchstens 5 dieser 
Projektionen dargestellt werden kann. Für die Einzelheiten dieser sehr eingehenden 
und interessanten Untersuchung muß auf die Arbeit selbst verwiesen werden. 
Grün (Berlin). 

Tehounikhin (Cuniehin), 8. A.: Sur les p-propriötes des groupes. ©. r. Acad, 

Sci. URSS, II. s. 55, 477—480 (1947). 


Verf. nennt eine endliche Gruppe p-abelsch, wenn in ihr gilt: Jedes Element, ' 


dessen Ordnung eine Potenz von p ist, ist mit jedem Element von zu p primer Ord- 
nung vertauschbar. Es ist klar, daß eine solche Gruppe das direkte Produkt ist ihrer 
einzigen p-Sylowgruppe und einer Gruppe von zu p primer Ordnung, die alle Ele- 
mente von zu p primer Ordnung enthält. (Theorem 1.) Verf. stellt die weiteren, 
in diesen Zusammenhang gehörigen, höchst einfachen Sätze und Definitionen auf, 
wie z. B.: Def. Die p-Kommutator-Gruppe einer Gruppe ® ist die aus allen Kommu- 
tatoren (P, 5) erzeugte Gruppe, wobei P alle Elemente aus ®, deren Ordnung 
eine Potenz von p ist, S alle Elemente von zu p primer Ordnung durchläuft. Die 
p-Kommutatorgruppe von & ist charakteristisch in &. (Theorem 2.) Damit eine 
Faktorgruppe &/$ p-abelsch sei, ist notwendig und hinreichend, daß 9 die p-Kom- 
ınutatorgruppe von ® enthalte. (Theorem 3.) U.s. w. Es werden 14 Theoreme auf- 
gestellt, die Beweise sind nicht angegeben, aber die Sätze sind so klar, daß man 
ihre Richtigkeit sofort erkennt. O. Grün (Berlin). 


Sanov, I. N: Eine Eigenschaft einer Darstellung der freien Gruppe. Doklady | 


Akad. Nauk SSSR, II. s. 57, 657—659 (1947) [Russisch]. 


Dis Matrizen [4 9 1.2219 Mr: 

ie Matrizen |, ı) und (ü sind freie Erzeugende der Gruppe der Matrizen 
Re A 

er Form | 9, 447) mit Determinante 1. Der Beweis würde sich durch An- 


wendung des Reidemeisterverfahrens viel einfacher ausführen lassen. Zassenhaus. 
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Geltand, I. and M, Neumark: On unitary representations of the complex uni- 
modular group. ©. r. Acad. Sci. URSS, II. s. 54, 195—198 (1946). 
Gelfand, I. and M. Neumark: The prineipal series of irredueibie representations 
of the complex unimodular group. C. r. Acad. Sci. URSS, II. s. 56, 3—4 (1947). 
Untersucht werden die unitären Darstellungen der Gruppe & aller unimodu- 
laren Matrizen n-ten Grades mit komplexen Zahlkoeffizienten. Solche Darstellun- 
gen sind notwendig von unendlichem Grade. In der ersten Arbeit werden einige 
Untergruppen von ® und ihre Nebengruppen näher betrachtet, u.a. die Unter- 
gruppe H aller Dreiecksmatrizen (h,,) mit h,, = 0 für p <q. Die Darstellung der 
Elemente von © als Produkte geeigneter Elemente aus dieser und weiteren Unter- 
gruppen gestattet es, die Integration über & zurückzuführen auf mehrfache Inte- 
grationen über Untergruppen. 
In der zweiten Arbeit wird eine Reihe von unitären Darstellungen von ® an- 
gegeben: Es sei 9 der Hilbertsche Raum aller quadratisch integrierbaren Funk- 


tionen f(g) auf & mit (f,, 3) = [ f1(9) fa(g)du(g), wobei u ein passendes Maß auf & 
® 


ist. Der Operator U,, von 9, definiert durch U, f(g) = f(g 9,), heißt reguläre Dar- 
stellung von &. Ersetzt man in dieser Definition & durch Y und das Maß «u durch 
ein passendes Maß u, von H, so entsteht eine weitere Darstellung von ®, die die 
gleichen irreduziblen Bestandteile wie die reguläre enthält, jedoch jeden nur einmal. 
Die irreduziblen Darstellungen, welche man durch Ausreduktion aus den eben an- 
gegebenen erhält, werden explizit angegeben. Eine spätere Arbeit soll eine Begrün- 
‚dung der hier ohne Beweise mitgeteilten Resultate bringen. Kochendörffer. 

Gelfand, I. und M. Neumark: Unitary representations of the group of linear trans- 
formations of the straight line. C. r. Acad. Sci. URSS, Il. s. 55, 567—570 (1947). 

Kolmogoroff hat bei seinen Studien über Wahrscheinlichkeitstheorie folgen- 
des Problem gestellt: Es sei R die Gruppe aller linearen Transformationen y=axx-+ß 
auf der reellen Achse, wo x alle positiven Werte, ß alle reellen Werte durchläuft. 
Es soll die allgemeine Form aller positiv-definiten Funktionen auf R und ihre Zer- 
legung in elementare positiv-definite Funktionen gefunden werden. Dieses Problem 
ist [s. I. Gelfand u. D. Raikov, Mat. Sbornik 13 (55), 301 (1943)] äquivalent mit 
dem folgenden: Die allgemeine Form aller unitären Darstellungen von R im 
separablen Hilbertschen Raum und ihre Zerlegung in irreduzible unitäre Darstel- 
lungen zu finden. Die vorliegende Arbeit gibt eine Lösung des Problems. Mit einigen 
Modifikationen kann die gegebene Entwicklung auf auflösbare Liesche Gruppen 
übertragen werden, wird aber a. a. O. untersucht. Die allgemeine Form der unitären 
Darstellung der Gruppe K aller Transformationen w=x2+-ß, wo &,ß alle komplexen 
Zahlen mit Ausnahme der 0 durchläuft, kann in analoger Weise gefunden werden. — 
R enthält folgende kommutativen Untergruppen: 1. Die Gruppe T der Translationen 
x — x+ ß, ihre Elemente seien tz. 2. Die Gruppe © der Drehungen 2 — ax 
(sie ist isomorph der Faktorgruppe R/T); ihre Elemente seien tx. — Es sei eine uni- 
täre Darstellung von R in einem separablen Raum $ gegeben (der Fall des 
nicht-separablen Raumes kann auf den betrachteten leicht durch Zerlegung des 
Raumes in eine direkte Summe zyklischer Unterräume zurückgeführt werden). 
T; und 5, seien die tz und £, entsprechenden Operatoren; dann kommt man zu 
folgendem Ergebnis: Jede irreduzible, unitäre Darstellung von & ist äquivalent mit 
einer der folgenden Typen: 

I. H ist eindimensional; 75=1, S,ist der Charakter der multiplikativen Gruppe 
der positiven Zahlen. 

II. 9 enthält alle quadratisch summablen Funktionen f(x), — © <x#< 10, 
welche auf der reellen Achse Grenzwerte von analytischen Funktionen der oberen 
Halbebene sind; Ts f(x) = f(x -+P); Ss (x) = Va (a ®). 

IH. 9 enthält alle quadratisch summablen Funktionen f(x), —o <x <+%, 


| 
: | 
E 
welche auf der reellen Achse Grenzwerte von analytischen Funktionen der ey | 
Halbebene sind; Tg f(2) = f(x + P); Sa /(x) = Varta x). Kraus. 
Godement, R.: Analyse harmonique dans les groupes eentraux. I. Fonetions 
eentrales et earactöres. C. r. Acad. Seci., Paris 225, 19—21 (1947). 
@ sei eine lokalkompakte topologische Gruppe. @ heißt zentral, wenn die 
inneren Automorphismen von (@ in einer kompakten Untergruppe der Gruppe der 
stetigen Automorphismen von @ liegen. I! sei der Raum aller für das Haarsche Maß 


dx summierbaren Funktionen auf G mit dem Betrag ||f|} — / |f(«)|dx, L* der 
G 


| 
2| 


dazu duale Raum aller age und wesentlich beschränkten Funktionen mit 
et = ri Ya \p(«)|. ) heißt zentral auf @, wenn p(s!xs) = (x) für 


fast alle ze @ u jedes se@. ZI und Z” seien die von den zentralen Funktionen 
aus Z1 bzw. L” gebildeten Räume. Es wird bewiesen, daß Z®% zu Z! dual ist. Es 
sei ferner PB" die Menge aller auf @ stetigen Funktionen g positiven Typs mit g(e)s 1. 
Die Menge aller in Z% liegenden Funktionen aus ®Pist konvex und schwach kompakt. 
Ihre Extrempunkte =+ 0 heißen die Charaktere von @. Eine stetige zentrale Funk- 
tion y(x) vom positivem Typus ist dann und nur dann ein Charakter von @, wenn 


z(e) = 1 ist und für jedes f€ 71 gilt [ fay)aı(y)dy = f f(x) y(z)dx-y(x). Esgibt 
& [ 

zu jedem x + e einen Charakter mit y(x) = y(e). Die Menge @ der Charaktere ist 

schwach kompakt in L®, ihre schwache Konvergenz wird untersucht. ‚Jede stetige 

zentrale Funktion (x) von positivem Typ hat die Form @(x) = = (z, &)di, (X), 


wo t#, ein durch @ bestimmtes, positives Radonsches Maß von tokälbeschrankter 
Masse ist, (x, 2) den Wert des Charakters :* auf x bedeutet. @. Köthe (Mainz). 

Dieudonne, J.: Sur les automorphismes des groupes elassiques. ©. r. Acad. Sci., 
Paris 225, 914-—915 (1947). 
| Dieudonn6, J.: Sur les automorphismes du groupe unitaire. ©. r. Acad. Sei., 
Paris 225, 975976 (1947). 

K sei ein nichtkommutativer Körper mit Zentrum Z, K* sei die multiplikative 
Gruppe der Elemente + 0 von K, € ihre Kommutatorgruppe. E sei der n-dimen- 
sionale Linksraum über K. Der duale Raum E’ ist ein n-dimensionaler Linksraum 
über dem inversisomorphen K®, Ist K isomorph KV, A — 2", so heißt eine eineindeutige 
additive Abbildung g(x) von E auf E’ eine Halbdualität, wenn g(A x) =A'g(z). 
Neben der Gruppe @L,(K) der Automorphism n u von E werden Halbautomor- 
phismen g (x) von K auf sich betrachtet mit g(x + 4) = g(xz) + g(y),g(A x) = 4° y(x), 
) 4° ein Automorphismus von K. Es gelten folgende Sätze: 

I. Ist K® nicht isomorph X, so hat für n > 3 jeder Automorphismus der Gruppe 
@L,„(K) die Form u > p[A(u)]g ug, g ein Halbautomorphismus von E, A(u) die 
Determinante von u [vgl. J. Dieudonne, Bull. Soc. Math. France 71, 27—45 
(1943)], 9 eine Darstellung von K*/C in 2x. Ist KV isomorph K, so kommen noch 
die Automorphismen « > g[A(u)] A!“ h hinzu, h eine Halbdualität, u de: zu « 
kontragredie .te Automorphismus von E’, 

2. Die symplektische Gruppe Nach K kommutativ, ist die Untergruppe 
aller u aus G@L,„(K) mit f(u(z), u(y)) = f(x,y), f eine alternierende Bilinearform 
vom Rang 2m. Jeder ae von Spgm(K) hat die Form u—>gug, 
g ein Halbautomorphismus von E bezüglich eines Automorphismus o von K mit 
f(g(&), 9(y)) = a[f(x, y), x #0 konstant. Ausnahme: 2m — 4 und Charakteristik 
von K gleich 9. 

3. Sei K kommutativ, Charakteristik #2, f(x) eine quadratische Form vom 
Rang n mit wenigstens einem x € E mit f(x) = 0. Jeder Automorphismus der Gruppe 
O,(K,f)n = 4, aller « mit f(u(x)) = f(x) hat die Form u > z(u)gug, y eine 
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? 


Darstellung von O, in der aus + 1 und — 1 bestehenden Gruppe, g ein Halbauto- 
ee von # bezüglich eines Automorphismus o von X mit f(g(x)) = a[f(«)]’, 
& Ä 
4. A sei der von 1 verschiedene Automorphismus der quadratischen Er- 
weiterung K des kommutativen Körpers K, der Charakteristik =#2. f(x, y) sei eine 
hermitesche Bilinearform vom Rang n bezüglich A — A mit wenigstens einem x =+ 0 
mit /(z,x) = 0. Für n > 4 ist jeder Automorphismus der Gruppe U, (K, f) aller « 
mit f(u(x), u(y)) = f(x, y) von der Form u —o(Al(u)) gug!, p eine Darstellung 
der Gruppe der Elemente } aus X mit AA = 1 in sich selbst, g ein Halbautomor- 
phismus von E bezüglich eines mit A — A vertauschbaren Automorphismus o von K, 
für den f(g(x). g(y)) = a[f(x, y)] gilt. — Ohne Beweise. @. Köthe (Mainz). 
Grayev, M.: Struetural isomorphism of topologieal abelian groups. Mat. 
Sbornik, II. s. 20, 125—142 und engl. Zusammenfassung 142—144 (1947) [Russisch]. 
Ein Strukturisomorphismus (= Projektion) der kommutativen topologischen 
Gruppe A auf die kommutative topologische Gruppe B ist eine eindeutige Abbil- 
dung f des Systems aller abgeschlossenen Untergruppen von A auf das System aller 
abgeschlossenen Untergruppen von B mit der Eigenschaft: aus 8 < T folgt I < TV. 
Jeder topologische Isomorphismus von A auf B induziert einen Strukturisomor- 
phismus. Der Verf. beweist folgende Umkehrung: Wenn A und B im kleinen kom- 
pakte, dem zweiten Abzählbarkeitsaxiom genügende, kommutative topologische 
Gruppen sind, dann wird jeder Strukturisomorphismus von A auf B durch genau 
zwei topologische Isomorphismen von A auf B induziert, vorausgesetzt, daß A 
noch einer der folgenden drei Bedingungen genügt: a) Die Gruppe der reellen Zahlen 
modulo 1 ist nicht ein homomorphes Bild von 4 und A enthält eine (diskrete) freie 
Abelsche Gruppe vom Range 2 als abgeschlossene Untergruppe. b) A enthält 
keine (diskrete) unendliche zyklische Gruppe als abgeschlossene Untergruppe und 
die zweidimensionale Torusgruppe ist homomorphes Bild von A. c) A enthält eine 
- reelle zweidimensionale Vektcrgruppe als abgeschlossene Untergruppe. Gegenbei- 
spiele zeigen, daß keiner der Teile dieser drei Bedingungen fortgelassen werden 
kann. — Teil a) des Hauptsatzes enthält als Spezialfall einen Spezialfall eines 
Satzes des Ref. [Amer. J. Math. 61, 1—44 (1939); dies. Zbl. 20, 347]. — Weiter 
wird eine notwendige Bedingung für Induzierbarkeit eines Strukturisomorphismus 
angegeben, deren Hinzufügung es gestattet, die Bedingungen a), b), e) etwas abzu- 
schwächen. — Die Beweise benutzen naturgemäß die Pontrjaginsche Dualitäts- 
theorie. R. Baer (Urbana/lll.). 


Verbände. Ringe. Körper: 


Sehützenberger, M. P.: Remarques sur la notion de elivage dans les structures 
algöbriques et son application aux treillis. C. r. Acad. Sci., Paris 224, 512—514 
1947). 
Die Untersuchungen des Verf. in. r. Acad. Sei., Paris 221 (1945) werden vervoll- 
ständigt durch allgemeine Betrachtungen über Bereiche mit beliebigen Operationen. 
Zu einem solchen Bereich $ gehört die Menge U (8) der in $ gültigen Identitäten. 
Umgekehrt gehört zu jeder Menge U solcher Identitäten ein „freier“ Bereich L(U) — 
und evtl. ein Unterbereich (U) von (U), der invariant ist bez. aller Substitutio- 
nen von.-&(U), die U invariant lassen. Diese Begrifie werden auf Halbverbände 
(treillis commutatifs) angewendet. Lorenzen (Frankfurt a.M.). 

Sebützenberger, M.P.: Sur eertains treillis gauches. C. r. Acad. Sei., Paris 224, 
776— 778 (1947). 

Verf. führt die axiomatischen Untersuchungen von Klein-Barmen (Math. 
Z. 46, 472-480, 47, 85-104 (1940); dies Zbl. 22, 302,24, 7) über Bereiche mit stets 
ausführbarer, assoziativer Verknüpfung, für diea a = a gilt, fort — diese Bereiche 


m 
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heißen Gitter („treillis“). Das kommutative Gesetz wird abgeschwächt zu aba = 


ab. Auch dann führt die durch «b=a definierte Halbordnung acb und die 


durch (aCb und bCa) definierte Äquivalenzrelation a —- b zu einem kommutativen 


Restklassenbereich. Lorenzen (Frankfurt a. M.). 

Koutsky, K.: Sur les lattices topologiques. ©. r. Acad. Sci., Paris 225, 659 
bis 661 (1947). 

Es sei S ein Verband mit Nullelement 0 und Einselement 1. Jedem Element 
x € $ sei ein Element (x) € $ als „abgeschlossene Hülle“ zugeordnet. Diese ‚Topo- 
logie‘‘ erfülle eines oder mehrere der folgenden vier Axiome: 1. aus x, C x, folgt 
px) Cplz); 2.92 O 2) = Plz) U Pla); 3.2 C plz); 4. P(p(z)) = plz). Verf. 
gibt vor allem notwendige bzw. hinreichende Bedingungen für die Gültigkeit dieser 
Axiome an mittels des Begriffes der ‚Entfernungen‘ (,‚eloignements“) eines Ele- 
mentes x€ S, d.h. derjenigen Elemente de $, für welche x OD p(d) = 0 ist. 

Nöbeling (Erlangen). 

Lesieur, L.: Anneaux röguliers avee ou sans diviseurs de zero. Ü.r. Acad. Sci., 
Paris 224, 321—323 (1947). 

In einer früheren Note [C.r. Acad. Sci., Paris 224, 183 (1946)] hat Verf. be- 
wiesen, daß der volle Matrizenring o’ des beliebigen Grades n über einem rechts- 
regulären Ring o stets selbst wieder rechtsregulär ist. Hier wird ergänzend gezeigt: 
1. Ist in o jeder Rechtsnullteiler auch ein Linksnullteiler, so auch in vo’. 2. Ist vo 
ein rechtsregulärer Pseudokörper, d.h. bildet die Menge aller der Elemente, die in 
o keine Linksnullteiler sind, eine multiplikative Gruppe, so ist auch o’ ein rechts- 
regulärer Pseudokörper. — Außerdem wird der Satz ausgesprochen, daß jeder rechts- 


reguläre Ring, in dem jeder Rechtsnullteiler gleichzeitig auch Linksnullteiler ist, - 


in einen rechtsregulären Pseudokörper eingebettet werden kann. Krull (Bonn). 


Schwarz, L.: Zur Theorie der nichtkommutativen rationalen Funktionen. Ber. 


Math.-Tagung Tübingen 1946, 134—136 (1947). 

Grell, H.: Über die Erhaltung der Kettensätze der Idealtheorie. Ber. Math.-Ta- 
gung Tübingen 1946, 67 (1947). 

Brauer, R.: On splitting fields of simple algebras. Ann. Math., Princeton 48, 
79-90 (1947). 

Seien gegeben ein beliebiger Grundkörper 2, auf den sich Angaben wie Grad, 
normal, Galoisgruppe, zentral usw. beziehen sollen, eine natürliche Zahl I, die nicht, 
in der Charakteristik von 2 aufgeht, und ein separabler Erweiterungskörper k vom 
Grade n. In Fortsetzung einer früheren Untersuchung [J. reine angew. Math. 168, 
44—64 (1932); dies. Zbl. 4, 291] behandelt Verf. die Frage, unter welchen Be- 
dingungen es zentrale Divisionsalgebren D-1 mit Do 1 gibt, die von k 
zerfällt werden. Eine notwendige Bedingung ergibt sich nach der Methode 
a.a. 0. wie folgt. Ist k Zerfällungskörper einer Algebra D der angegebenen Art, so 
läßt sich der Körper k, der I-ten Einheitswurzeln über k so zu einem Normalkörper y 
mit der Galoisgruppe g erweitern — der dann ebenfalls Zerfällungskörper von D ist, 
also als Grad ein Vielfaches m r des Grades m von D hat —, daß die zu D ähnliche 
zentrale einfache Algebra A =D, bei ihrer Darstellung als verschränktes Produkt 
A = (g, e) ein Faktorensystem & aus !-ten Einheitswurzeln hat. Das in A enthaltene 
verschränkte Produkt & = (3, e), wo 3 die in g enthaltene zyklische Gruppe der 
I-ten Einheitswurzeln ist, ist dann eine Erweiterung von 3 mit der Faktorgruppe 
6/3 = g und dem Faktorensystem e. Da es für A = (g, &) nur anf die Klasse der zu & 
in g assoziierten, für & = (3,&) jedoch auf die engere Klasse der zu .e sogar in 3 
assoziierten ankommt, ist & durch D im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt, 
aber jedenfalls bei festgewähltem Hilfskörper g höchstens endlich vieldeutig, und 
wenn man sich bei der Konstruktion von g auf die Adjunktion der zur Reduktion 
des Faktorensystems nötigen I-ten Wurzeln beschränkt, auch überhaupt nur end- 
lich vieldeutig. Wie sich aus der vom Verf. im einzelnen durchgeführten Kon- 
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struktion von g und & ergibt, gelten dann folgende drei Tatsachen, in denen n, n, die 
Grade und k, k, die Normalkörper von k, k, bezeichnen: 1. g hat eine isomorphe 
Darstellung M durch n,-reihige Matrizen über 3 (monomiale Darstellung n,-ten 
Grades mit I-ten Einheitswurzeln als Koeffizienten). 2.g enthält eine zu & fremde 
Untergruppe v vom Index n1!. 3. Die k, k, k, zugeordneten Untergruppen u, u, U, 
von g entsprechen isomorph den Untergruppen U=v8, U = (größter Normal- 
teiler von U), U, — (in M diagonal dargestellte Untergruppe von ®); die Galois- 
gruppe g/ü, von k, als Permutationsgruppe der Konjugierten von k, entspricht dann 
isomorph der mit M verbundenen Permutationsgruppe ®/U,. Daß alles dies bei 
jeder Wahl von g,e und damit © gilt, ist notwendig im Sinne der Fragestellung. 
Eine hinreichende Bedingung ergibt sich dann wie folgt. Ist & = (8, &) irgend- 
eine Erweiterung von 3 mit den Eigenschaften 1., 2. und ist k, in einen Normal- 
körper g mit der Galoisgruppe g = &/3 derart einbettbar, daß 3. erfüllt ist, so 
wird durch das Faktorensystem & eindeutig eine zentrale einfache Algebra A = (g, &) 
mit 4’ 1 und damit eindeutig eine zentrale Divisionsalgebra D A mit Du 1 
festgelegt. Hierbei darf man ohne Einschränkung annehmen, daß das Faktoren- 
system & den genauen Exponenten / hat (die Gruppe 8 erzeugt); sonst ersetze man 
von vornherein ! durch den Exponenten /, von & und 3, & durch die entsprechenden 
Untergruppen 3,, ©). Unter dieser zusätzlichen Reduziertheitsannahme gilt D1 
dann und nur dann, wenn sich der Normalkörper g mit der Galoisgruppe g in einen 
Normalkörper @ mit der Galoisgruppe & einbetten läßt. Hinreichend im Sinne der 
Fragestellung ist demnach, daß dies letztere Einbettungsproblem, kurz mit @/g 
zu & angedeutet, bei mindestens einer reduzierten Wahl von & = (3,e) gemäß 
1., 2. und einer zugehörigen Einbettung g/k, zu g = &/3 unlösbar ist. Überdies 
erhält man auf Grund der vorangestellten notwendigen Bedingung alle in Rede 
stehenden Divisionsalgebren D, wenn man für alle überhaupt möglichen, endlich 
vielen reduzierten Wahlen von & = (3,e) gemäß 1., 2. und alle zugehörigen Ein- 
bettungen g/k, zug = ©/3 gemäß 3. die Fälle mit unlösbarem Einbettungsproblem 
@/g zu © herausgreift. Als Schranken für die Ordnungen der in Betracht zu ziehenden 
Gruppen in 1., 2., 3. gibt Verf. noch folgende an: Ordn. & teilt !* g(l)n!, Ordn. u 
teilt 7* o(l), Ordn. U, teilt /*. Schließlich hebt Verf. noch einen Spezialfall hervor, 
in dem sich dieser Sachverbalt dadurch erheblich vereinfacht, daß nur ein einziger 
Gruppentypus für & in Betracht zu ziehen ist, nämlich den Spezialfall: k von Prinı- 
zahlgrad n (dann ohne Einschränkung ! = n), 2 enthält die n-ten Einheitswurzeln 
(also sicherlich k, = k, n, =n) und die Galoisgruppe von k ist als Permutations- 
gruppe der Konjugierten von k mindestens dreifach transitiv. Unter diesen Voraus- 
setzungen kommt für & lediglich die Gruppe aller n-reihigen Matrizen aus n-ten 
Einheitswurzeln mit der Determinante + 1 in Frage. H. Hasse (Berlin). 


Deuring, M.: Die Anzahl der Typen vom Maximalordnungen in einer Quater- 
nionenalgebra von primer Grundzahl. Nachr. Akad. Wiss. Göttingen, math.-physik. 
Kl., math.-physik.-chem. Abt. 1945, 83—85 (1947). 

Für Quaternionenalgebren mit primer Grundzahl hat Verf. früher Relationen an- 
gegeben, welche ihre Klassenzahl mit gewissen binären Klassenzahlen verknüpfen[Abh. 
Math. Sem. Univ. Hamburg 14, 269(1941) ; ds. Zbl. 25, 20]. Hier gewinnt Verf. durch 
Verbindung mit der Kroneckerschen Klassenzahlrelation explizite Ausdrücke für die 
Klassen- und Typenzahl, von denen die erste von Eichler gegeben wurde (ds. Zbl.17, 
150), die zweite aber mit der Klassenzahl des entsprechenden ternären Stamm- 
geschlechts identisch ist und in dieser Bedeutung schon von Eisenstein ohne Be- 
weis mitgeteilt wurde [J. reine angew. Math. 41, 155 (1850). Beide Formeln werden 
mit der Theorie der Modulfunktionen in Verbindung gebracht. Die Thetareihen 
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(in deren Exponenten der Buchstabe r fehlt), können aber nur linear unabhängig 
sein, wenn es keine Ordnungen o* gibt oder o, eine von ihnen ist. Andernfalls sind 
sie nicht einmal alle verschieden. Brandt (Halle). 
Albert, A. A.: Absolute valued real algebras. Ann. Math., Princeton, II. s. 48, 
495—501 (1947). 
Eine Algebra ® über dem reellen Zahlkörper (kurz: eine reelle Algebra) wird 
bewertet genannt, wenn für ihre Elemente a eine reellwertige Funktion g(a) mit 
den bekannten Bewertungseigenschaften erklärt ist; für die skalaren Produkte der «a 
mit reellen x kommt dabei noch die Forderung p(& a) = |x|g(a) hinzu. Eine be- 
wertete reelle Algebra ® ist, wie sofort zu sehen, notwendig Divisionsalgebra. Verf. 
gibt eine vollständige Übersicht über diese Algebren. 1. Hat ® ein Einselement, 
so ist D alternativ (a-ab = aa - b für alle a, b aus D), also von einem der bekannten 
vier Typen (reeller Zahlkörper R, komplexer Zahlkörper €, Quaternionenalgebra Q, 
Cayleyalgebra 8), und es ist dann die Bewertung eindeutig als g(a) = Yaa bestimmt, 
wo a das zu a konjugierte Element im geläufigen Sinne bedeutet. 2. Allgemein ist ® 
zu einem dieser vier Typen A orthogonal-isotop in dem Sinne, daß das Multi- 
plikationsschema von ® aus dem von X durch Ausübung zweier festen orthogonalen 
linearen Transformationen auf die Koordinaten der beiden Faktoren entsteht; 
dieser Prozeß liefert nur für U = Q oder ® neue Typen ®, hier aber auch wirklich. — 
’eıf. redet ferner von einer reellen Algebra A mit Normfunktion (a), wenn 
die Bewertungsforderung g(ab) =g(a)gY(b) (unter Beibehaltung der übrigen) zu 
(ab) <yp(a)g(b) gelockert ist, und beweist: 1. Jede reelle Algebra A besitzt eine 
Normfunktion. 2. Es gibt reelle Divisionsalgebren ®, die zwar eine Normfunktion 
besitzen, aber nicht bewertbar sind (nämlich alle nicht-alternativen reellen Divi- 
sionsalgebren, wofür ein allgemeines Beispiel konstruiert wird). 3. Ist für eine reelle 


Wi 
Divisionsalgebra ® vom Range n die Funktion @(a) = Y N(a) (mit Norm aus der 
regulären Darstellung von ®) eine Normfunktion, so ist ® alternativ (also D-N, EC, 
D oder B) und p(a) = Vaa die zuvor besprochene Bewertungsfunktion. Hasse. 

Albert, A. A.: The Wedderburn prineipal theorem tor Jordan algebras. Ann. 
Math., Princeton, Il.s. 48, 1—7 (1947). 

Unter einer Jordanschen Algebra A über einem Körper mit Char. + 2wird 
ein Teilmodul einer vollen Matrixalgebra über $? verstanden, der bei der Operation 
a:b=}%(ab--ba) geschlossen ist, wo ab das gewöhnliche Matrizenprodukt be- 
deutet. In einer vorangehenden Arbeit [Trans. Amer. math. Soc. 59 (1946)] hat 
Verf. eine Strukturtheorie der Jordanschen Algebren nach dem Muster der Wedder- 
burnschen Strukturtheorie der assoziativen Algebren entwickelt. Das Radikal N 
von WU, definiert als maximales auflösbares Ideal von A, ist der Durchschnitt von A 
mit dem Radikal N* der A einhüllenden assoziativen Algebra A*; dabei ist „auf- 
lösbar“ durch Nullwerden bei Iteration der Quadratbildung N-N erklärt. Die 
Restklassenalgebra A—N kann als Jordansche Algebra in A*—N* angesehen 
we den. Hat $t die Char. 0, so ist A— N halbeinfach, d. h. direkte Summe einfacher 
‚Jordanscher Algebren. Die Strukturtheorie dieser letzteren ist a.a. O. entwickelt. 
Es bleibt dann noch der Wedderburnsche Struktursatz über die Zerlegung einer 
assoziativen Algebra A* in ihr Radikal N* und eine zur Restklassenalgebra A* — N* 
isomorphe halbeinfache Teilalgebra &* auf Jordansche Algebren zu verallgemeinern. 
Das geschieht in der vorliegenden Arbeit durch den Beweis des folgenden Satzes: 
Sei 2 eine weder halbeinfache noch auflösbare Jordansche Algebra über einem 
Körper $t der Char. 0, dann ist W=R + &, wo N das Radikal von X und S zur 
halbeinfachen Jordanschen Algebra A— N isomorph ist. Hasse (Berlin). 

Albert, A. A.: A structure theory for Jordan algebras. Ann. Math., Princeton, 
IIs. 48, 546—567 (1947). 

In zwei vorangegangenen Arbeiten [Trans. Amer. math. Soc. 59 (1946) u. vorsteh, 
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bespr. Arbeit] hat Verf. eine Strukturtheorie für Jordansche Matrizenalgebren 
entwickelt, definiert als Matrizenmoduln über einem Körper mit Char. + 2, die bei 
der Operation ab—=}(axb+bxa) geschlossen sind, wo a x b das gewöhnliche 
Matrizenprodukt bedeutet. In der vorliegenden Arbeit gibt Verf. eine entsprechende 
Strukturtheorie für allgemeine Jordansche Algebren, definiert als kommu- 
tative Algebren X über einem Körper $? mit dem partiellen Assoziativgesetz a? - ba — 
= a?b a. Die Strukturtheorie dieser Jordanschen Algebren wird nach dem Muster 
der Wedderburnschen Strukturtheorie für assoziative Algebren entwickelt, wobei 
aber die Durchführung ım einzelnen nicht nur gegenüber dieser Theorie, sondern 
auch gegenüber der Theorie der Jordanschen Matrizenalgebren durchaus neuartige 
Methoden erfordert. Mit jeder Jordanschen Algebra X ist eine assoziative Algebra A* 
verbunden, erzeugt durch die Matrizen der regulären Darstellung von X. Dann und 
nur dann ist A* nilpotent, wenn V auflösbar in dem Sinne ist, daß iterierte Quadrat- 
bildung auf die Nullalgebra führt. Ist dies der Fall, so ist X stark nilpotent 
in dem Sinne, daß für hinreichend großes p jedes Produkt von p Elementen aus X 
Null ist. Ist umgekehrt jedes Element aus X nilpotent — eine Eigenschaft, die sich 
trotz der nur partiellen Assoziativität als eindeutig erklärt erweist —, so ist X auf- 
lösbar. Für letzteres ist die Char. von $ als von 2 verschieden vorauszusetzen; 
in der weiteren Theorie wird einfachheitshalber die Char. von $} sogar als 0 voraus- 
gesetzt. Als das Radikal von W wird das maximale auflösbare Ideal N von A 
definiert; es ist als die Menge aller a aus A mit Sp(xa) = 0 für alle x aus A gekenn- 
zeichnet. Für W= 0 heißt WA halbeinfach. Die Restklassenalgebra V— NR ist 
halbeinfach. Bei einer Grundkörpererweiterung & — X mit der Wirkung N, 
N NistN das Radikal von W. Im Anschluß an diese grundlegenden Feststellungen, 
deren Beweis wegen der nur partiellen Assoziativität erhebliche Umstände macht, 
werden ähnlich wie in der Wedderburnschen Theorie durch Studium der Idem- 
potente von A und mit ihrer Hilfe gebildeter Zerlegungen von X die folgenden beiden 
Struktursätze bewiesen: 1. Eine halbeinfache Jordansche Algebra besitzt ein Eins- 
element und läßt sich eindeutig als direkte Summe einfacher Jordanscher Algebren 
darstellen. 2. Eine einfache Jordansche Algebra ist entweder eine Jordansche Ma- 
trizenalgebra, oder sie geht durch eine endlich-algebraische Grundkörpererweiterung 
über in die Algebra der dreireihigen hermiteschen Matrizen über der alternativen 
Algebra vom Range 8 (Cayleyalgebra). Der letztere Typus war bereits in der von 
einem Problem der Quantenmechanik ausgehenden Jordan-v.Neumann-Wig- 
nerschen Arbeit über diesen Gegenstand [Ann. Math., Princeton, Il. s.35,29—64(1934); 
dies. Zbl. 8,421] hervorgetreten, die den Ausgangspunkt für die vom Verf. entwickelte 
Strukturtheorie der Jordanschen Algebren darstellt. Hasse (Berlin). 
Pickert, 6.: Veränderung des Unvollkommenheitsgrades bei unendlichen, rein- 
inseparablen Erweiterungen. Ber. Math.-Tagung Tübingen 1946, 118—120 (1947). 


Zahlkörper. Funktionenkörper: 

Deuring, M.: Teilbarkeitseigenschaften der singulären Moduln der elliptischen 
Funktionen. Ber. Math.-Tagung Tübingen 1946, 62—63 (1947). 

Deuring, M.: Teilbarkeitseigenschaften der singulären Moduln der elliptischen 
Funktionen und die Diskriminante der Klassengleiehung. Comment. math. Helvetici 
19, 74—82 (1947). 

Mittels seiner rein-algebraischen Theorie der Ringklassenkörper der komplexen 
Multiplikation untersucht Verf. die Frage nach den Diskriminantenprimteilern der 
Ringklässengleichung, also nach den Primteilern p des Differenzenprodukts 


() soo). 


wo j die absolute Invariante aus der Theorie der elliptischen Modulfunktionen in der 
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bekannten arithmetischen Normierung ist und £, # die Paare verschiedener Ring- 
klassen eines festen Führers fin einem imaginär-quadratischen Zahlkörper & — P(ya) 
mit der festen Diskriminante d, also die Klassen zur Ringdiskriminante D = df? 
durchlaufen. Er leitet dazu genauer eine notwendige und hinreichende Bedingung 
für das Bestehen einer Kongruenz 

(2) set) —= 5) mod p 

her, und zwar auch für den Fall, daß f, ? Ringklassen aus N zu verschiedenen Füh- 


vern /, f’ sind, und sogar noch allgemeiner, daß f,  Ringklassen aus verschiedenen | 
imaginär-quadratischen Körpern $ — Pıya), By: P(ya’) zu irgendwelchen Füh- 


rern f, / sind; dabei bedeutet p jeweils einen Primdivisor der zu untersuchenden 
Primzahl p im Kompositum der beiden Ringklassenkörper $ (j()), &’ (j(f)). Es 
beseichne o(D) den Ring vom Führer fin 5, also die durch D = df? eindeutig be- 
stirnmte quadratische Ordnung mit der Diskriminante D. Ferner entstehe D, aus D 
dur:h Weglassen der in f steckenden Potenz von p, und es bezeichne f,—=to(D,) 
die aus den Ringklassen f bei dieser Vergröberung entstehenden Ringklassen. Falls 
(d/p) = 1 oder (d’/p) = 1ist,ist fürdas Bestehen von (2)notwendig undhin- 
reichend, daß D, = D, (also insbesondere $ = X’) und f, = f, ist. Diese 
Bedingung hängt nur von p, nicht von p ab. Falls (d’p) # 1 und (d’/p) # 1 sind, ist 
diese Bedingung zwar noch hinreichend, aber nicht mehr notwendig. In diesem Falle 
sind N, S’ als maximale Teilkörper in der durch p eindeutig bestimmten Quaternio- 
nenalgebra Qoo,» mit den beiden einzigen Verzweigungsstellenoo, penthalten, und das 
anzugebende notwendige und hinreichende Kriterium für das Bestehen von (2) 
beruht auf dem Begriff der zu einer Ringklasse f gehörigen Einbettung mod p 
der Ordnung o(D)ineineMaximalordnung mi ‚„» Von oo, , der folgendermaßen 
erklärt ist. Zunächst heißt o(D) schlechthin eingebettet in m. „, wenn der Durch- 
schnitt mo, ” 3 = vo(D,) ist. Einbettungen in äquivalente Maximalordnungen 
a! ımoo,p x mit Transformatoren x aus N (die also „N invariant lassen), heißen äqui- 
valent. Sei nun ein elliptischer Funktionenkörper K* der Char. 0 gewählt, dessen 
Multiplikatorenring o* in 0 (D) enthalten ist und dessen Konstantenkörper so fest- 


gelegt ist, daß die Reduktion mod p auf einen elliptischen Funktionenkörper K* 
der Char. p möglich ist (siehe eine vorangegangenen Arbeit des Verf.,dies. Zbl. 25, 20), 
und ist X ein elliptischer Teilkörper von KÄ* mit der Invariante 5 (f), so hat K* 
als Multiplikatorenring eine Maximalordnung Mas, p Von @oo, p, und es ist o(D)in Moo,p 
eingebettet. In diesem Sinne wird von einer zu f gehörigen Einbettung mod p 
geredet. Sie hängt im Sinne der Aquivalenz nicht von der Wahl der elliptischen 
Körper X* und K ab, von denen Ä* dazu dient, Einbettungen zu verschiedenen 
Ringklassen f, ° mit verschiedenen Diskriminanten D, D’ gleichzeitig zu erfassen. 
Mit dem so erklärten Einbettungsbegriff gilt dann: Falls (d/p) # 1 und (d p)#1 
sind, ist für das Bestehen von (2) notwendig und hinreichend, daß es 
eine Maximalordnung Mo,» Von @o,p gibt, inderim Sinne der Äquivalenz 
sowohl eine zu f gehörige Einbettung mod p von o(D)als auch einezuf 
gehörige Einbettung von vo (D’) möglich ist. Als die Primteiler p der Dis- 
kriminante (1) ergeben sich aus diesen Kriterien: einerseits alle und nur die p 
mit (d/p) = 1, für die p| f ist, andererseits alleundnurdiepmit (dp) #1, 
für dieeseine Einbettung vono(D)in eineMaximalordnung mo,» vonlop 
gibt, bei der Nichthauptideale von o (D) existieren, diein Hauptideale 
von Moop übergehen. H. Hasse (Berlin). 

Deuring, Max: Zur Theorie der elliptischen Funktionenkörper. Abh. math. Sem, 
Univ. Hamburg 15, 211—261 (1947). 

Die Arbeit gibt Ergänzungen zur Theorie der abstrakten elliptischen Funktionen- 
körper, wie sie vom Ref. (dies. Zbl. 14, 149, 249; 16, 346) und Verf. (dies. Zbl. 16, 
346; 24, 13, 101; 25, 20) entwickelt wurde. Verf. berichtigt außerdem einige Irrtümer 
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aus der dritten genannten Arbeit. — Zunächst wird die folgende Frage behandelt. 
Gegeben zwei elliptische Funktionenkörper K und K über demselben Konstanten- 
körper k mit gleicher absoluter Invariante j; gesucht die kleinste Erweiterung k' 
von k derart, daß Kk’ und KX%’ über %’ isomorph sind. Diese Erweiterung k’ wird, 
in Anlehnung an die analytische Theorie der elliptischen Funktionenkörper, der 
Transformationskörper von K und K genannt. Sie erweist sich als separabel- 
algebraisch über %, und wenn k von vornherein so groß vorausgesetzt wird, daß K 
und X Primdivisoren ersten Grades besitzen, so ist der Grad von k’/k ein Teiler der 
Einheitenanzahl des Multiplikatorenringes von K’%’. Den verschiedenen Fällen für 
die Char. von %& und die absolute Invariante j von K und den zugehörigen verschie- 
denen Normalformen der Erzeugung von K/k entsprechend wird die Erzeugung des 
Transformationskörpers k’/k explizit angegeben. (Beiläufig wird an einem Beispiel 
gezeigt, daß das Geschlecht eines separabel erzeugbaren algebraischen Funktionen- 
körpers sich bei inseparabler Konstantenerweiterung verkleinern kann, wie bereits 
früher vom Verf. und F.K.Schmidt bemerkt worden war. Mit Rücksicht auf 
diese Möglichkeit muß bei der Definition der abstrakten elliptischen Funktionenkör- 
per K über einem beliebigen Konstantenkörper k neben der separablen Erzeugbarkeit 
von K/k noch die Invarianz des Geschlechts 1 bei jeder Konstantenerweiterung ge- 
fordert werden.) — Veranlaßt durch das erhaltene Ergebnis über den Grad des 
Transformationskörpers %’/k wird ferner die Einheitengruppe des Multiplikatoren- 
rings R* von K/k für alle Normalformtypen berechnet, wo K aus K durch Übergang 
zur algebraisch-abgeschlossenen Hülle £ von k. entsteht. — Sodann wird folgende 
Frage behandelt. Gegeben ein Multiplikator « von K/k (Element aus R*); gesucht 
die kleinste Erweiterung k, von k derart, daß u bereits Multiplikator von Kk,/k, ist. 
Sie ergibt sich durch Adjunktion der Koeffizienten aus den rationalen Darstellungen 
von z#, y" durch x, y, wwK=k(x, y), und wird daher der Koeffizientenkörper 
von u genannt. Im Falle, daß A* kommutativ ist, wurde diese Frage bereits in der 
dritten genannten Arbeit des Verf. beantwortet: es ist dann k, = k(x), wo 1 aus 
dem Verhalten (du)* = u(du) des ganzen Differentials du von K/k bestimmt ist. 
Im Falle, daß A* nichtkommutativ ist (also k von Primzahlchar. p und R* eine 
Ordnung der allein bei p und oo verzweigten Quaternionenalgebra) ist, ist die Ant- 
wort nicht so einfach. Verf. beweist folgende Tatsachen. Allgemein ist das Kompo- 
situm k* der Koeffizientenkörper k, für alle u aus N* eine endlich-algebraische 
separable normale Erweiterung von k. Die Galoisgruppe © von k*/k erweist sich als 
isomorph zur Automorphismengruppe /' von R*. Ist A, ein Teilring von R* und k, 
der zugehörige Koeffizientenkörper (Kompositum der k,, für alle », aus R,), so ent- 
spricht bei diesem Isomorphismus der k, invariant lassenden Untergruppe von & 
die A, invariant lassende Untergruppe von I. Für die verschiedenen Normalform- 
typen werden k*, ©, /', der Isomorphismus zwischen & und /' und die Koeffizienten- 
körper k, aller Teilringe R, von R* aufgestellt. — Schließlich wird die Struktur 
des eingangs behandelten Transformationskörpers k’/k noch genauer untersucht, 
nämlich gezeigt, daß die Galoisgruppe ft des zugehörigen Normalkörpers k”/k eine 
verschränkte Darstellung o — &,, mit Faktorensystem 1 (also &%& = &r) in der Ein- 
heitengruppe von R* besitzt, und daß %” aus k’ durch Adjunktion der Koeffizienten 
der in dieser Darstellung vorkommenden Einheiten erzeugt wird (genauer: k’ k'" = 
— k'k.ry. Für die verschiedenen Normalformtypen werden k”, und die verschränkte 
Darstellung o — &, explizit aufgestellt. Hasse (Berlin). 

Hasse, H.: Über die Berechnung der Klassenzahl reeller abelscher Zahlkörper. 
Ber. Math.-Tagung Tübingen 1946, 74—75 (1947). 

Hasse, H.: Über die Klassenzahl abelscher Zahlkörper. Nachr. Akad. Wiss. 
Göttingen, math.-physik. Kl., math.-physik.-chem. Abt. 1946, 126—130 (1947). 

In dieser kurzen Mitteilung gibt Verf. ohne Beweis eine ganze Reihe neuer 
tiefliegender Ergebnisse über die Klassenzahl abelscher Zahlkörper, die sich durch 


14 


geeignete arithmetische Darstellung und Deutung der analytischen Klassenzahl- | 
formel ergeben. Die Untersuchungen des Verf. sollen später in einer größeren Arbeit _ 
erscheinen. Hier wird zunächst die aus der Dirichletschen Methode entspringende 


Klassenzahlformel für allgemeine abelsche Zahlkörper in der Form h = h,h* ge- 
schrieben mit 


6 Fe . II 2 (— % (x) log | 1— ya! (Klassenzahl von K,) 
Bat + xmod.f(%o) 


1 u 
*— = + (— Relativkla hl von K/K, 
2) h*=Quw]I EIIER, =, ; (er) ( ivklassenza /K,) 
Yı 8 od, 1 

Dabei bezeichnet: K einen abelschen Zahlkörper vom Grade n; X, den größten 

reellen Teilkörper von K; x die Charaktere von K aufgeteilt, in die geraden Charak- 

tere x, (mit X (— 1) = 1) und die ungeraden Charaktere y, (mit ,(—1)=—1); 

f(g) ihre Führer, deren kl. g. Vielf. der Führer fist; _$'* die Summation über das 
zmod.f(%s) e 

kl. pos. prime Restsystem mod. f(7); _Y die Summation über irgendein primes 

+zmod.f(x) 

Halbsystem x mod. f(x); sw = exp (2ri/f (x)); R, den Regulator von Ä,; w die 

Einheitenwurzelanzahl von X; @ den Einheitenindex von K/K,. Die Zahlen Ah, 

und h* sind ganzrational und positiv. Hier wird die Ganzrationalität für A, im 

zyklischen Spezialfall und für h* allgemein aus der Form ihrer Ausdrücke fest- 

gestellt. Im Falle K= K, leitet Verf. zwei verschiedene arithmetische Dar- 

stellungen von (1) ab, nämlich erstens 


(3) gghR=R(n)mitg = MI Mi-—-xıW), 
plf xl 


| 


we weg 


\ 
\ 


| 
| 


wo ng die Kreiseinheiten von K und R (ny) ihr Regulator sind. Im Falle gg #0 
wird 9x h durch (3) arithmetisch dargestellt (als ein Index). Daraus kann z. 3. ge- 


folgert werden, daß h ungerade ist, wenn K Teilkörper 2”-ten Grades des Kreis- 
körpers P, mit p= 1 mod 2’*! oder reeller Teilkörper des Kreiskörpers P;e ist, 
was früher bekannte Sätze verallgemeinert. Die zweite arithmetische Darstellung 
hat die Form 


ne | a) 
(4) eo h R ar I— log 114,5 | Sykl mit co _ m gi ) P 4 


Dabei bezeichnet & die Galoisgruppe von K, S$ ihre Elemente; y ein Vertreter- 
system der Klassen algebraisch-konjugierter Charaktere y von K;n, ihre Ordnung; 
K, die zyklischen Teilkörper von K in ihrer eindeutigen Zuordnung zu deny; 7, ein 
zugeordnetes Vertretersystem aus & mit y(7',) von der Ordnung n,; 7,,s die Kreis- 
einheiten der K,; q(n/p,„) die Anzahl der Lösungen von X"/?” — | in &. Läßt 
sich der Determinantenbetrag als Regulator eines Einheitensystems aus K dar- 
stellen, so liefert (4) eine arithmetische Darstellung von cgh, und zwar ist dies 
sicher dann der Fall, wenn K zyklisch ist. Übrigens ist dann cg = 1 und (4) liefert 


sogar eine arithmetische Darstellung von h. — Die Formel für h* läßt sich in die Form 
a 1 \ 

€ 1" = Qu] N, (Op Op) =3— 2 yla)x 

1n) i I alderer w 2f(y) DR eig 


setzen, wo x ein Vertretersystem der Klassen algebraisch-konjugierter ungerader 
Charaktere x, von K mit der Ordnung n, durchläuft und N, die Normbildung im 
Kreiskörper Pay ist. Verf. gibt Kriterien für die Alternative Q=1 oder 2 
und entwickelt eine Formel für © (y), die für die numerische Berechnung geeignet ist 
und dazu dient, die Ganzrationalität von h* zu beweisen. Aussagen über Teiler von 
h und h* werden gleichzeitig erhalten. Schließlich teilt Verf. mit, daß er die Relativ- 
klassenzahl h* für alle imag. abelschen Zahlkörper K mit fs 100 berechnet hat. 
Bergström (Uppsala). 


15 


@ut, M.: Über die Klassenzahlen der reellen Unterkörper des Körpers der I-ten 
Einheitswurzeln. Ber. Math.-Tagung Tübingen 1946, 70 (1947). 

Brauer, R.: On the zeta-funetions of algebraie number fields. Amer. J. Math. 
69, 243—250 (1947). 

E. Artin [Abh. math. Sem. Hansische Univ. 3, 89-108 (1924) und 8, 292 
bis 306 (1931)] hat die Vermutung ausgesprochen, daß die von ihm eingeführten 
Z-Funktionen mit Frobeniusschen Gruppencharakteren ganze Funktionen sind. 
Daraus würde nach der Artinschen Theorie dieser L-Funktionen folgen, daß 
die Zetafunktion £ (s, k) eines algebraischen Zahlkörpers in der Zetafunktion E(s,K) 
jedes Erweiterungskörpers K in dem Sinne enthalten ist, daß der Quotient 
&(s; K)/f(s, k) eine ganze Funktion ist. Allgemein ist diese letztere Vermutung 
bis heute unbewiesen, speziell für den Fall, daß K/k galoissch ist, inzwischen 
durch H. Aramata bestätigt [Proc. Imp. Acad. Japan 9, 31-34 (1933); dies. 
Zbl. 6, 397]. Verf. erbringt zunächst für diesen Aramataschen Satz einen neuen, 
einfachen und durchsichtigen Beweis, aus dem sich überdies ergibt, daß die g-te 
Potenz jenes Quotienten, wo g der Grad von K/k ist, ein Produkt aus L-Funktionen - 
mit abelschen Charakteren y # 1 in Zwischenkörpern von K/k ist. Der Aramata- 
sche Satz mit dieser Ergänzung folgt auf Grund der Artinschen Theorie unmittelbar 
aus dem folgenden gruppentheoretischen Satz: Sei & eine endliche Gruppe der 
Ordnung g und A die aus ihrer regulären Darstellung durch Abspaltung der identi- 
schen Darstellung entstehende Darstellung, also A= X f,x, wo x die absolut-irre- 

1 


duziblen Darstellungen von & (außer der identischen = 1) durchläuft und f, ihre 
Grade bezeichnet. Dann ist g A mit ganzen positiven Vielfachheiten zusammen- 
gesetzt aus den sämtlichen durch die Darstellungen ersten Grades y # 1 der zykli- 
schen Untergruppen 3 induzierten Darstellungen Y von &. Die Vielfachheit einer 
solchen Darstellung Y in 94, vom Verf. nur in irrationaler Form angegeben, lautet in 
Any) 
Pn,) 
die Funktionen von Euler, Möbius bedeuten; diesem Ausdruck sieht man in der 
Tat die für die Anwendung wesentliche Ganzheit und Positivität für y =$# 1 ohne 
weiteres an. Gestützt auf den so erneut bewiesenen und verschärften Aramataschen 
Satz gelingt dem Verf. der Beweis der folgenden von C. L. Siegel [Acta Arithm. 1, 
83—86 (1935); dies. Zbl. 11, 9] ausgesprochenen und im quadratischen Spezial- 
falln = 2 bewiesenen Vermutung: Im Bereich der algebraischen Zahlkörper k festen 
Grades n besteht zwischen Klassenzahl h, Regulator R und Diskriminantenbetrag d 
die asymptotische Gleichheit log AR log ya für d—oo. NH. Hasse (Berlin). 

Brauer, R.: On Artin’s L-series with general group characters. Ann. Math., 
Princeton, II. s. 48, 502—514 (1947). 

E. Artin [Abh. math. Sem. Hansische Univ. 3, 89—108 (1924) und 8, 292 bis 
306 (1931)] hat die Vermutung ausgesprochen, daß die von ihm eingeführten 
L-Funktionen mit Frobeniusschen Gruppencharakteren eindeutig sind. Auf Grund 
der Artinschen Theorie dieser Funktionen genügt es zum Beweis dieser Ver- 
mutung, den folgenden gruppentheoretischen Satz zu beweisen: Jeder absolut- 
irreduzible Charakter y einer endlichen Gruppe & besitzt eine Darstellung 
als Linearkombination mit ganzrationalen (positiven oder negativen) Koeffi- 
zienten von Charakteren Y, die durch Charaktere ersten Grades y von Untergruppen U 
(nicht notwendig zyklisch) induziert sind. Anders gesagt: Der aus den Charakteren; 
als Basis erzeugte ganzzahlige Modul M wird auch durch ein hinreichend großes 
System‘von Charakteren Y der angegebenen Art erzeugt. Verf. beweist diesen Satz 
und damit die Artinsche Vermutung. Der Beweis beruht auf den Methoden der 
linearen Algebra (Elementarteilertheorie, lokal für die einzelnen Primdivisoren q 
des Charakterkörpers durchgeführt) verbunden mit einer eingehenden, nicht ganz 


rationaler Form einfach p (n) | 1 — | wo n, n, die Ordnungen von 3, yund 9, u 
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einfachen Analyse der Beziehungen zwischen den irreduziblen Charakteren y und 


den durch Untergruppencharaktere ersten Grades yinduzierten Charakteren Y von 8, I 
wobei wegen der Aufspaltung nach den einzelnen Primdivisoren q auch die Theorie 4 
der q-Sylowgruppen eingeht (aber hier nicht auch die vom Verf. entwickelte Theorie 


der Darstellungen mod.g). H. Hasse (Berlin). 
Eichler, M.: Zahlentheorie der quadratischen Formen. Ber. Math.-Tagung Tü- 
bingen 1946, 63—64 (1947). 
Sominskij, I. $.: Über die Begrenzung des Fundamentalbereichs der Automor- 


phismengruppe einer indefiniten ternären quadratischen Form. Doklady Akad. Nauk | 


SSSR, II. s. 56, 127—128 (1947) [Russisch]. 

Sominskij, I. 8.: Über die erzeugenden Elemente der Automorphismengruppe 
einer indefiniten ternären quadratischen Form. Doklady Akad. Nauk SSSR, II. s. 
56, 241—243 (1947) [Russisch]. 

Die beiden Mitteilungen schließen sich an eine Abhandlung desselben Verf. an, 
die im Jahre 1940 in Leningrad erschienen ist, mir aber leider nicht zugänglich war 
(Uenye Zapiski Leningrad. Univ., Ser. mat. Nauk 1940, 148—153). Aus dem Re- 
ferat in Jb. F. d. M. 66, 127 (1940) erkennt man, daß für die Automorphismen- 
gruppe einer indefiniten ternären quadratischen Form mit ganzrationalen Koeffi- 
zienten die geometrische Konstruktion eines Fundamentalbereichs gegeben wird. 
Während nun im allgemeinen die Grenzen eines solchen Bereichs Stücke von Kegel- 
flächen sind, ist es nach der ersten Mitteilung im besonderen möglich, die Auswahl 
des Bereichs so zu treffen, daß die Grenzen eben werden. Die zweite Mitteilung 
befaßt sich mit den Erzeugenden der Automorphismengruppe, d. h. denjenigen Sub- 
stitutionen, welche den ausgewählten Fundamentalbereich in einen angrenzenden 
Bereich transformieren. Es zeigt sich, daß die Ordnungszahl einer solchen erzeu- 
genden Substitution, falls sie endlich ist, stets den Wert 2 hat. Es scheiden also die 
bei den Automorphismen an sich noch möglichen endlichen Ordnungszahlen 3, 4 
und 6 aus. Brandt (Halle). 


Zahlentheorie: 


Popken, J.: Die Jugendgefahren der Zahlen. Euclides, Groningen 23, 66—97 
(1947) [Holländisch ]. 

Koksma, J. F.: Über die Eulersche Indikatrix. Nieuw Tijdschr. Wiskunde 35; 
189—195 (1947) [Holländisch]. 

Der Satz von Mertens, daß für die Eulersche g-Funktion der Limes der Mittel- 


Me: Y(n) 
ke 
werte 7 > 


P y Er ’ Bl. : n 
für N — 00 existiert und gleich „s Ist, wird verallgemeinert, 


nl 
indem die entsprechenden Mittelwerte für die Zahlen einer arithmetischen Progression 
am+bmtaz1,520,m=1,2,... gebildet werden. Es wird gezeigt: Die 
N 
2 1 po (am + b) ri u % b 
de AOERS ya m t x (la, )) 
Mittelwerte VS amt haben für N —0o0o den Grenzwert nase) Aa 
wobei (a, b) den größten gemeinsamen Teiler von a und b bezeichnet und y(a) durch 
y(l)=1, y(n) = I (i na: N für n > 1 definiert ist; der N-te Mittelwert unter- 
pin 
scheidet sich von dem Grenzwert höchstens um 1/N(1-+ 2(a,b) + log(aN + b)). 
- Bachmann (Berlin). 
Kanold, H.-J.: Kreisteilungspolynome und ungerade vollkommene Zahlen, Ber. 
Math.-Tagung Tübingen 1946, 84—87 (1947). 
Reuvecamp, W. J.: Der Satz von Eichenberg. Nieuw Tijdschr. Wiskunde 
35, 202—207 (1947) [Holländisch]. 
Der Satz von Eichenberg: „Wenn die kleinste positive ungerade Primzahl, 
für die —m quadratischer Rest ist, durch die Form x? -- m y” darstellbar ist, so 
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ist jede ungerade Primzahl, für die —m quadratischer Rest ist, auf eine und nur 
eine Weise durch diese Form darstellbar“ (m eine natürliche Zahl) wird wie bei 
Weber-Wellstein, Enzyklopädie der Elementarmathematik, Bd. I, 5.Aufl. 1934, 
S.278ff. bewiesen. Zuderam Schluß der Arbeit angegebenen Listefürm =1,2,.. .,10 
wäre zu bemerken, daß für m = 5, 6, 8, 9, 10 die Voraussetzung (und daher auch 
die Behauptung) des Satzes nicht erfüllt ist. Bachmann (Berlin). 
Hoheisel, 6.: Über diophantische Gleichungen. Ber. Math.-Tagung Tübingen 
1946, 81—84 (1947). 
| Boomstra, W.: Vierecke, deren Seiten und Diagonalen durch ganze Zahlen dar- 
gestellt werden können. Nieuw Tijdschr. Wiskunde 35, 117—120 (1947) [Holländisch]. 
Die Punkte 0, 1,2,2? der komplexen Zahlenebene bilden ein Viereck, in dem 
die Seiten und Diagonalen rationale Länge haben, wenn z gemäß 


_Ap—zuHrtiHrl _Au+tu—Arl 
ee ll Ar 
mit ganzen rationalen A, u >1 gewählt wird. Bachmann (Berlin). 


Min, S. H.: On systems of algebraie equations and certain multiple exponential 
sums. Quart. J. Math. (Oxford Ser.) 18, 133—142 (1947). 
p sei eine Primzahl, f(x) =a,2 + ---+ a, x ein Polynom vom Grade k > 2 
mit ganzen Koeffizienten und (a,»)=1. Mordell zeigte, daß S(f(x)) = 
5 exp (= f ()) = 0 (pl =UR) für p—oo gilt. — K sei das Galoisfeld von 9” Ele- 
zmodp 2 
menten, f(z,,...,x,) ein Polynom k-ten Grades mit Koeffizienten aus X und 


k 
Hoıt+ Pr--»nt+ß,)= 3 Frlan-- 5 Po» ßn)t%. Esseik> 2n und der Rang 
0 


._ [öF% oF%x OF OF% 
der Matrix nn 2B, °’ aß) 
setzungen beweist Verf. eine n-dimensionale Verallgemeinerung des Mordellschen 
Resultates für die Exponentialsumme 


EUTIN = exp & Shlansi-i mA . 


ni 
Zise«..,ZnausK 


) 2 & gleich 2 n. Unter diesen Voraus- 


© bedeutet die Spur von K nach dem Primkörper der Charakteristik p (die Verall- 
gemeinerung auf ein höheres Galoisfeld ist hier wie in ähnlichen Untersuchungen 
nicht wesentlich.) Es gilt 


8 (Kan 2%)) = 0 (pr uB), 


wobei die durch O unterdrückte Konstante nur von k und n abhängt. Für den Be- 
weis spielen asymptotische Aussagen über Lösungszahlen folgender Art eine Rolle: 
Verf. nennt eine gemeinsame Lösung eines Systems algebraischer Gleichungen 
u --.,%) = 0 (u =1,...,m) regulär, wenn für sie der Rang der Jacobischen 
Matrix (= gleich » ist. Dann gilt: Die Anzahl der gemein- 


zen. 
samen regulären Lösungen ist O(1), wobei die durch O unterdrückte Konstante 


nur von m, n und den Graden der f„ abhängt. H.L. Schmid (Berlin). 
Wang, F. T.: A mean-value theorem of the Riemann zeta funetion. Quart. J. 
Math. (Oxford Ser.) 18, 1—3 (1947). 


7 
Die äsymptotische Gleichheit von m(T) = 7-1 [Ela -+it)]2log |C(o + it) |dt 
Ö 


und &(%0)log& (20) wird bewiesen, wobei für die Herleitung des schwierigeren 
Teiles limm(T) > &(20)logl(2c) ein Theorem von Titehmarsh [Messenger 
Math. 58, 125—129 (1929)] entscheidend ist. Hoheisel (Köln). 

Ullrich, E.: Zum Zwillingssatz von Viggo Brun. Ber. Math.-Tagung Tübingen 
1946, 139—143 (1947). 


(5) 
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Petersson, H.: Modulformen und Zahlentheorie. Ber. Math.-Tagung Tübingen 
1946, 116—118 (1947). 
Guinand, A. P.: Integral modular forms and summation formulae. Proc. 
Cambridge philos. Soc. 43, 127—129 (1947). | 
In Anwendung früherer Resultate [Quart. J. Math., Oxford Ser. 9, 53—67 
(1938) ; dies. Zbl. 18, 363] ergeben sich Identitäten zwischen Summen mit allgemeinen | 
Summanden, in denen die Ramanujansche Funktion r(r) auftritt, und die Darstel- 
lung der Summenfunktion der Koeffizienten a, (in der Reihe einer Modulfunktion) 
durch eine unendliche Reihe. Hoheisel (Köln. 
Davenport, H.: On the produet of three non-homogenous linear forms. Proc. 
Cambridge philos. Soc. 43, 137—152 (1947). 
Seien £; », & Linearformen in x, %, z' mit reellen Koeffizienten und Determinante 
A=# 0. Nach einer von Remak bewiesenen Minkowskischen Vermutung gibt es für 
irgendwelche reellen a, b, c ganzrationale x, y, z derart, daß 


lea) mE <zlAl, 


= 
r 
4 
5 
| 


und der Faktor 4 rechts ist der bestmögliche. Verf. zeigt, daß sich dieser Faktor 
zu einer Zahl M < } verbessern läßt, wenn man sich auf Linearformen mit rational- 
zahlig linear-unabhängigen Koeffizienten beschränkt, und bestimmt den best- 
inöglichen Wert von M für den Fall, daß £, n, £ die konjugierten allgemeinen ganzen 
Zahlen des total-reellen (zyklischen) kubischen Zahlkörpers mit einer der beiden 
kleinsten Diskriminanten 7? bzw. 3%sind, zu M = 1/7? bzw. 1/3®. H. Hasse (Berlin). 

Davenport, H.: Non-homogeneous binary quadratie forms. I, IH, III. Proc. Akad. 
Wet. Amsterdam 49, 815—821 (1946). Indag. math. 9, 236—247, 290—297 (1947). 

Sei f(x, y) eine reelle quadratische Form mit der Diskriminante d > 0, welche 
die Null nicht ganzzahlig darstellt. Nach Minkowski gibt es dann zu gegebenen - 
reellen 2,, Yo reelle 2== 2, y= y, mod. 1 derart, daß | f(x, y)| <4 Vd. Verf. be- 
trachtet die untere Grenze M (f) aller Faktoren an ya (an Stelle von 4), für die Ent- 
sprechendes gilt, und beweist darüber folgende Tatsachen. 

1. Es ist M(/) < #; schärfer: Ist /, irgendein Wert von f(x, y) für teilerfremde 
ganzrationale 2, y mit O</f, <|Yd, so it Mf)<4 PB (j,, Va), wo in den t-Inter- 

1 De i 

vallen 0... 'aya' “. z° ! resp. Bi) = yı- 4,7 t ıst. 


2. Die Abschätzung M(f) <4% kann allgemein nicht verbessert werden; denn 
für (x, y) = x + 2 kay— y? mit natürlichem k ist M(f) = ——.. 
ragen dr 
3. Für die drei ersten Formen der Markoffschen Folge f(x, y) = =? + ay — ya, 
e—2p,br+llaey—dy,* ist Mf)= - Fund, 
4/5 ay2’ay22ı 


‚ und für jede Form 


dieser Folge ist M(f) <4J?. 
Die Bestimmung von M(f) für die dritte Markoffsche Form, der Teil III der 
Untersuchung gewidmet ist, erfordert einigen Aufwand an numerischer Rechnung. 


Verf. zeigt dort überdies, daß die Schranke M(f) Ya — 2 . :Jeis 
gt do erdies, daß die Schranke M (f) y221 r noch zu 1,0001 verklei 
nert werden kann, wenn man für %; Y0 die 1,0-Koordinaten ( = pa) der Zah- 


len $&, 42© ausschließt, wo & die Einheiten des Körpers von y221 durchläuft. Für 
die erste Markoffsche Form beweist Verf. in Teil II, daß in ia,y)|s} das 
Gleichheitszeichen genau dann in Frage kommt, wenn %g; Y, die 1,0-Koordinaten 


(9 rt 2) von } mit Einheiten e des Körpers von 5 sind: andernfalls ist 
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schärfer |j(&,9)! St erreichbar, und zwar nur mit Gleichheitszeichen genau 
dann, wenn x,. %, die 1,0-Koordinaten von Vs sind, sonst schärfer |f(x, y)| < SH 
H.Hasse (Berlin). 
Analysis. 
Differentiation und Integration reeller Funktionen: 


Kappos, D. A.: Die Cartesischen Produkte und die Multiplikation von Maß- 
funktionen in Booleschen Algebren. I. Math. Ann., Berlin 120, 43—74 (1947). 

B, und B, seien Boolesche Algebren (evtl. ohne Ein’elemente). K sei die 
Menge aller geordneten Paare a=a, X a, a,€EB,. K wird teilweise geordnet 
durch:a, x a,Cb, X db, dann und nur dann, wenn entweder a, oder a, gleich dem 
Nullelement ist oder a,Cb, fürd—=1,2gilt. K ist eine multiplikative Menge, da 
a, Na, x b, ©; b„der Durchschnitt vona, X a,undb, x b,ist. Sinddie B, vollständig, 
so ist X ein vollständiger Verband. Im allgemeinen Fall existiert zwar in K die 
Vereinigung zweier Elemente, sie ist aber nicht distributiv. K läßt sich in einen 
Booleschen Verband ZL einbetten. Elemente von L sind alle endlichen Teilungen 


ta, ...,a! von K, so daß die ersten Koordinaten a{Ö der a paarweise fremd, 
die zweiten paarweise verschieden sind. Erklärt manin Z {a®,..., am} C {bW,...,b@) 


durch: SD al)C 3 50) und ist irgendein a N 50) nicht leer, so ist aD C 50) — so wird.L 
eine Boolesche Algebra. L umfaßt K als multiplikative Menge, wenn man {a} 
mit a identifiziert. Sind B, und B, vollkommen, d.h. existieren abzählbare Ver- 
einigungen, sind g,(a,) bzw. @,(a,) in B, bzw. B, totaladditive, normale und redu- 
zierte Maßfunktionen, so wird durch (a) = 9,(a,) ' 9g(4,) für jedes a = a,xa, in 
K eine Funktion erklärt. Sie läßt sich <o auf L erweitern: Jedes d aus Z läßt sich 
als Summe d = a) + --- + a® paarwei:e fremder a® aus K darstellen. Setzt man 
dann g(d) = g(a)) +--- + @(a), so ist dadurch eindeutig auf ganz L wieder eine 
totaladditive, normale und reduzierte Maßfunktion erklärt. Wird Z als algebraischer 
Ring aufgefaßt, so ist g eine Bewertung von L. In bezug auf diese Bewertung kann 


man L zu einem vollkommenen perfekten Ring L erweitern, auf dem @ wieder 
totaladditiv ist. @. Köthe (Mainz). 

Kappvos, D. A.: Ortsfunktionen von zwei Veränderlichen und Doppelintegrale in 
Boolesehen Algebren. Ber. Math.-Tagung Tübingen 1946, 87—89 (1947). 

Hartman, P.: On the limits of Riemann approximating sums. Quart. J. Math., 
(Oxford Ser.) 18, 124—127 (1947). 

Die Menge der Limespunkte der Riemannschen Approximationssummen (1): 
N(D, E) = $ F(&,) (t,—t,_,) einer im Intervall 0 <t <1 beschränkten Funktion 
Ft), wobei D die Zerlegung und E die Menge !&,,&. : - -, &,} bedeutet — d.h. die 
Grenzwerte der konvergenten Folgen {8 (D,, E,)}, falls A(D,) — 0, wobei A(D) 
das Max. der (t,—t,_,) bedeutet — ist ein abgeschlossenes Intervall S, dessen End- 
punkte die beiden Darbouxschen Integrale von F(t) sind. Ist F(t) R-integrierbar, 
so reduziert sich S auf einen Punkt. Diese bekannte Tatsache (Lebesgue, Legons 
sur lintegration, Paris 1928, S. 35) verallgemeinert Verf. auf den Fall, daß F(t) 
eine beschränkte, auf 0 <t <1 definierte %k-dimensionale Vektorfunktion 
Fi) = (t), fa, . . -, f.(0)) ist. Dann sind die Summen (1) wie auch ihre Limes- 
punkte Vektoren, die Menge 8 eine konvexe Menge von der Dimension 0,1,..., 


oder k gemäß F(£). D. A. Kappos (Erlangen). 
Dienes, P.: Sur Vintegrale de Riemann-Stieltjes. Rev. sci., Paris 85, 259274 
(1947). 


Bei der Untersuchung des Stieltjes-Integrals ohne die Lebesguesche Modifika- 
tion entstehen viele Schwierigkeiten: Das Integral ist keine totaladditive Funktion, 
auch nicht in sehr elementaren Fällen; es kommt oft vor, daß die unteren Darboux- 

x 
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schen Summen die oberen überdecken. Die Limeswerte der Summen hängen von 
der Natur der Teilintervalle ab. Außerdem kann man nicht ohne weiteres das 
S-Integral als Differenz von zwei Integralen mit nicht abnehmenden Integratoren 
(Belegungsfunktionen) betrachten. Verf. macht eine genaue und tiefgründige j 
Untersuchung aller dieser Schwierigkeiten, die er mit zahlreichen Beispielen belegt 
und gibt zum Schluß die Integrabilitätsbedingungen für die verschiedenen Fälle, 
die hier vorkommen können. D. A. Kappos (Erlangen). | 
Lorentz, 6. G.: Über den Gaußschen Integralsatz. Ber. Math.-Tagung Tübingen 
1946, 94—96 (1947). 4 
Lorentz, 6. 6.: Beweis des Gaußsehen Integralsatzes. Math. Z. 51, 61—81 (1947). | 
Im Falle der (euklidischen) Ebene E, (also n = 2) liegen für den Satz Beweise 
von befriedigender Allgemeinheit vor. Ziel der vorliegenden Arbeit ist „auch für 
n> 2 zu abschließenden Ergebnissen zu gelangen“. Die Betrachtungen werden 
zwar nur für n = 3 durchgeführt, gelten aber unverändert für beliebiges nr > 4. — 
Bewiesen wird: (1) Es sei ®E€E, ein Gebiet von endlichem, 3-dimensionalen Lebes- 
gueschem Maße Z,($). Auf der Begrenzung % von & sei ein „Flächenmaß u“ 
(vgl. weiter unten) definiert, und es existiere in „-fast jedem Punkt von % die „äußere 
Normale n‘“ (vgl. weiter unten). Ferner sei f (x, y,z) eine in &® + % beschränkte, 
stetige Funktion; in allen Punkten von $, ausgenommen eine Menge von endlichem 
2-dimensionalen Maß existiere f, und sei Z,-summierbar über &. Dann ist 
ff, dL;= [ff cos (n,z) du. — (2) Es seien f;(z, y,2), j=1,2,3, beschränkt 
8 ° 
und stetig in & + %; ferner sollen A | a i Ze überall in $ bis auf eine Menge von - 
endlichem 2-dimensionalen Maße existieren und Z,-summierbar sein in jedem in $ 
mit dem Rand enthaltenen Gebiet, während ihre Summe Z,-summierbar ist in $t. 
Dann gilt 


en ai on + =) dL, -/fh cos (n x) + fa cos (n y) + fz cos (n 2)) dur, 
sg [14 


IE 545 ab ne 


wobei ı, das 2-dimensionale Carathsodorysche Maß bezeichnet. — Erklärung einiger 
in (1) eingeführter Begriffe: Betr. äußerer Normale: In w-fast jedem Punkt Pe 
sollen die Halbtangenten an % eine Ebene T erfüllen; und je eine einseitige Umge- 
bung von P auf der Normalen n in P auf T soll ganz in bzw. in &’ — E— (8 +9) 
liegen, so daß also n bei geeigneter Orientierung „in P das Gebiet ft verläßt und in 
& eindringt‘‘. — Betr. Flächenmaß «: Unter einem Flächenmaß u (X) auf $ werde 
verstanden eine nichtnegative, endliche, absolut-additive Mengenfunktion, in deren 
Definitionsbereich (o-Körper) der aus den in % offenen Mengen erzeugte Borelsche 
o-Körper enthalten ist; außerdem soll « der folgenden Bedingung (4) genügen: 
Ist ® eine Borelsche Teilmenge von % und ®’ ihre schlichte Projektion auf eine be- 
liebige Ebene €, so seixu(B)SL,(B)S Bu(B), falls u-fast überall in B gilt 
0<aSleoos(n, 3)| Sf, wenn 3 normal zu C’ ist. — Es wird gezeigt, daß die 
Maße von Carath6odory, Gillespie, Gross, Hausdorff, Jantzen und Kol- 
mogoroff die Bedingung (4) erfüllen, falls u (%) < + 00; übrigens gilt für diese 
Maße die Bedingung (B): L,(®) £ u (B). — Es wird noch gezeigt: Falls (B) er- 
füllt ist und falls der Gaußsche Satz mit dem Maße u sogar nur für den Fall gilt, 
daß 75 dehnungsbeschränktes Bild einer Kugeloberfläche ist, muß die Bedingung (4A) 
erfüllt sein. — Beweismethode: Approximation von $ von innen her durch Polygon- 
ebiete, für die der Satz leicht beweisbar ist. — Wegen weiterer Einzelheiten sowie 
der Literaturangaben ist auf die Arbeit selbst zu verweisen. Haupt (Erlangen). 
Vigneaux, E, C.: Sur les eoeffieients diff6rentiels d’ordre superieur. C.r. Acad. 
| Sci., Paris 224, 8991 (1947), 


Vigneaux, E. €.: D£rivation de Riemann-Schwarz. C. r. Acad. Sci., Paris 224, 
176—177 (1947). 
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Im Anschluß an Peano und Denjoy (dies. Zbl. 12, 346) verfolgt Verf. die 
Definition der höheren Ableitungen vom Ansatz einer Taylorentwicklung her; hier 
wird zur Definition, was in der klassischen Analysis Lehrsatz ist. In der ersten 
Note setzt er n-te Steigungen mit P-Ableitungen (Peano) in Beziehung, welche 
die gewöhnlichen Ableitungen verallgemeinern, deren formale Eigenschaften aber 
bewahren bis auf (im allgemeinen) die: ["+m)(x) ist m-te Ableitung von fm) (x). 
Die zweite Note gilt einer weiteren Verallgemeinerung zur (RS) = Riemann-Schwarz- 
Ableitung; n von den Punkten, die neben x in die Steigung eingehen, sollen ‚gleich- 
artig, aber nicht äquivalent infinitesimal zu x sein“. Der letzte Punkt darf sich auch 
infinitesimal abweichend verhalten. Erörterung, was unter diese Verallgemeinerung 
fällt, Warnung vor Fehlauffassung, Beispiele: Verkettete RS-Ableitungen. Ullrich. 

Kryloff, V. I.: Sur l’existence des deriv6es gen6ralisees des fonetions sommables. 
C.r. Acad. Sei. URSS, II.s. 55, 375—378 (1947). 

Die Funktion v(x) = v(x,, X, .. ., &,) € LU) heißt die verallgemeinerte partielle 
Ableitung von der Ordnung p von u(x) € L(, in Zeichen D,, ... » u(x)? = v(k), 


falls [wvde = (— 1)? f oo dx für jede Funktion w(x) gilt, welche 
3 e %, den, 


p-te stetige Ableitungen in 8 besitzt und außerhalb eines endlichen Gebietes 8”, 
das mit seiner abgeschlossenen Hülle in $ liegt, verschwindet. $ bedeutet ein offenes 
Gebiet des Raumes E,. — Existiert jetzt 7,u(x) und gehört es zu LP), p 21, 
so besitzt (x) alle verallgemeinerten partiellen Ableitungen D,,...,, u(x) von 
jeder Ordnung s< r. Dies ist eine Verallgemeinerung eines von Friedrichs (vgl. 
dies. Zbl. 20, 368) schon für p= 2 und s=r—[n/2]— 1 bewiesenen Satzes. 
D. A. Kappos (Erlangen). 
Are$ev, M. $.: Über die Differentiale einer zusammengesetzten Funktion. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, II.s. 57, 311—313 (1947) [Russisch]. 
Es wird eine symbolische Formel für das n-te Differential einer Funktion 
fü, --.„4,) mit u, = u, (2%... 2,), k=1,...,m, aufgestellt mit Hilfe von Ver- 


IV: 


2 £ ö s : e 
wendung von Differentialoperatoren L, = = d’u, mit denen in geeigneter 
7 i 


i= 


m 


Weise gerechnet wird, und zwar 
1 
ER — 10 Zr 2; 
d = I) 
Dabei bedeuten 7) feste ganze, positive Zahlen, und in den Produkten 
,& 


I 
II L f wird die Gesamtheit P, aller Systeme von Indizes und Exponenten durch- 
i-1 


I | s 
laufen, die der Bedingung $) 7,x,;, = n genügen. Durch Benutzung einer speziell 
ı=1 


gewählten Funktion werden die Koeffizienten gefunden; 


N,TE\ n! 
( H ag un 
II! II,” 
v2 i=l i=1 
und für die,Gesamtheit P, wird eine Rekursionsformel aufgestellt. Svenson (Jena). 
Hoheisel, G.: Funktionalgleichung und Differenzierbarkeit bei den trigonome- 
trischen Funktionen. Math. Ann., Berlin 120, 10—11 (1947). 


Die Differentiation der trigonometrischen Funktionen wird mittels der Ad- 


ditionstheoreme auf die Ermittlung von lim _ zurückgeführt. Dabei werden 


z>0 ß 
Begriffe der Integralrechnung (Bogenlänge, Fläche) benutzt. Ziel des Verf. ist es, 
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diese Hilfsmittel auszuschalten. Er definiert zunächst eine Winkelmessung, bei der 
dem rechten Winkel irgendeine Maßzahl a > 0 zuerteilt ist, und definiert dann 
sin x und cos x. Diese sind monoton und stetig für0 <x <a. Danach wird gezeigt, 


daß 3 in (0, a) monoton fallend und nach oben beschränkt ist. Es ergibt sich, 


daß dabei nicht einmal das allgemeine Additionstheorem für sin x nötig ist, sondern | 
nur die Beziehungen zwischen sin x und sin x/2 sowie zwischen sin x und sin z/3. 


Krafft (Marburg ’L.). 


Fary, J.: Un eritöre de eompaeit6 pour les fonetions eontinues. ©. r. Acad. i | 


Sci., Paris 224, 992—993 (1947). 

Das hier bewiesene Kompaktheitskriterium für stetige Funktionen stützt sich 
auf folgende Begriffsbildungen (der Einfachheit wegen wird vom Verf. nur der Fall 
reeller Funktionen f(x) einer reellen Variablen x mit einem Intervall 3 = [a, 5] 
als Definitionsbereich besprochen): Es sei € eine Menge von Funktionen f(x). Dann 
bezeichne man die f(x) € € als quasigleichgradig stetig im Punkt z’e, wenn 
zu jedem 2>0 und jeder Folge {z,} mit ze$ und !"=limz, en N= 
N (x';e;{x,)} existiert derart, daß für jedes f€ € mindestens eine der Ungleichungen 
Ka)—fa)|<s,v»=1,...,N, erfüllt ist. Ferner wird eine Menge © von in 3 
stetigen f(x) als kompakt bezeichnet, wenn in jeder Teilmenge & von & eine Folge 


{f.(x)} enthalten ist mit F(x) = lim f,(x) für jedes €‘ und mit in $ stetigem 
F(x). Das Kriterium lautet nun: Eine Menge S von in $ stetigen Funktionen ist 


kompakt dann und nur dann, wenn für jedes x’ € $ erstens die Menge der Zahlen 
f(x’) beschränkt ist (f€E ©) und zweitens die f(x) S quasigleichgradig stetig 
sind in x’. — Der Beweis ist einfach. Haupt (Erlangen). 

Batty, J. 8.: Sets of non-integral funetional powers. Quart. J. Math. (Oxford 
Ser.) 18, 85—96 (1947). 

Aus früheren Arbeiten [G. A. Walker, Quart. J. Math. (Oxford Ser.) 17, 
65—82 u. 83—92 (1946); J.S. Batty u.A.G. Walker, ebd. 145—152] werden 
folgende Begriffe und Ergebnisse benutzt. Es sei [a, b Jeinabgeschlossenes,besch:änk- 
tes Intervalla Sx sb, (a, b) das offene Intervalla <x <b. Mit f, fu, f, fs, werden 
im folgenden nur reelle Funktionen bezeichnet, die in [a, 5] definiert, stetig, eigent- 
lich monoton sind und für welche f(a) = a und f(b) = bist. Das Funktionalprodukt 
fifa ist die Funktion f, (f,(x)), für natürliches n die n-te Potenz (Iteration) f" die 
Funktion f{f(f. . .(®))), PP die Identität /(x) = x, f" die zu f" inverse Funktion. 
Eine Menge P von Funktionen f heißt eine Potenzmenge, wenn für h EP, ,€P 
gilt: 1. fifa = fafı, 2. hat für f= fpfg (p, q ganz) die Gleichung f(x) = x minde- 
stens eine Lösung x in (a, b), so ist / die Identität 7. Ohne Beschränkung der All- 
gemeinheit wird angenommen, daß aus heP, heP folgt PREP für ganzes p 
und g. Es sei f, eine feste Funktion aus P mit f(x) > x füra <x<b. Dann exi- 
stiert für jedes f€ P eine reelle Zahl A derart, daß für jedes natürlichen und jedes 
ganze p ausn S p folgt fr = ?; man schreibt dann f= f, und nennt A den Index 
von f (f, heißt daher Basisfunktion). Ist fi = fi, fa = /£, so ist fpfg = f}r+a und 
= f, in (a,b) für ı= ft. Die Menge A der Indizes A ist ein Modul. Ist A diskret, 
so kann /, so gewählt werden, daß alle } ganz sind; P heißt dann ganz; dieser Fall 
ist uninteressant. 1 sei nicht diskret. Dann ist A überall dicht in der Zahlengeraden. 
Die vorliegende Arbeit enthält nun folgende neuen Begriffe und Ergebnisse. Für 
die Limesfunktion L(x) von P, d.h. für L(a) = lim f(x), A> +0, 1cA, 
gilt Lf= [L für jedes fe P. L(x) ist unabhängig von der Basisfunktion fo- 
Die Konvergenz f,(x) > L(x) ist gleichmäßig dann und nur dann, wenn L(x) stetig 
ist; Z(z) ist stetig dann und nur dann, wenn L(x) die Identität /(x) = x ist. Ist 
L(x) = win einen Teilintervall von [a, b], so auch in [a, 5]. P wird uniform genannt, 
wenn Z(x) die Identität ist. Ist A unabzählbar, so ist P uniform. Ist P nicht uni- 
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form, so gibt es in [a, b] eine Menge paarweise fremder, abgeschlossener Intervalle 6, 
so daß gilt: 1.ind = [e,d]ist L(x)=d. 2. die Vereinigungsmenge D der ö ist dicht 
in [a,b], 3. T=[a, b]— D ist nirgends dicht in [a,b], 4. für te 7 gilt L(t) =t, 
5. L(x) ist stetig in [a, 5], außer in den linken Endpunkten der 6. Die ö werden 
Basisintervalle genannt. Jedes f€ P bildet jedes Basisintervall auf ein Basisintervall 
ab. Kann jedes Basisintervall auf jedes Basisintervall durch ein f€ P abgebildet 
werden, so heißt P total, andernfalls partial. Schließlich konstruiert Verf. 1. ein 
nicht uniformes P, für welches A die Menge der rationalen Zahlen ist; 2. ein totales P, 
wobei vorgegeben ist: x) als Basisfunktion ein f, für welches die Gleichung f(x) = x 
in (a, b) keine Lösung hat, f) als Indexmenge A ein in der Zahlengeraden überall 
dichter Modul rationaler Zahlen, y) als Limesfunktion Z(x) eine Treppenfunktion, 
wie oben beschrieben, mit Zf= fZ. Nöbeling (Erlangen). 

Bradley, F. W. and A. 6. Walker: Existence theorems for non-uniform power- 
sets. Quart. J. Math. (Oxford Ser.) 18, 97—106 (1947). 

Verff. lösen das Existenzproblem 2) am Schluß des vorstehenden Referates für 
den allgemeineren Fall, daß A ein in der Zahlengeraden dichter, abzählbarer Modul 
ist, der 1 enthält. Außerdem wird eine partiale, nicht uniforme Potenzmenge P 
konstruiert, die nicht zu einer totalen Potenzmenge erweitert werden kann (wesent- 


lich partiale Potenzmenge). Nöbeling (Erlangen). 
Mandelbrojt, S.: Sur une inegalite generale. C. r. Acad. Sci., Paris 224, 22—24 
(1947). 


Nel piano compleso s=o-it I’A. considera il dominio A definito dalle 
limitazioni: klI<>g(0), o>0, indieando con g(o)(c > 0) una certa funzione 


positiva, continua, a variazione limitata e tale che lim g(o) = 1. Indica con {A,} 
>00 

una successione erescente di numeri positivi, con {d,} una successione di numeri 

reali o complessi, con n un certo intero positivo, con p,(0) (0 > 0) una certa funzione 

continua, crescente e tendente ad oo per o — oo. Suppone che una certa funzione 


m 
F(s) sia olomorfa in A ed ivi rappresentata dalle somme N',.d,e’*’ (m > n) con 
1 


precisione logaritmica p,(c), cioe risulti 


tr. inf. Sextr. sup. | F 3 det 
extr.inf. Jextr. sup. |£ (8) — 3, d, € 
m>Nn o>% ! 1 


N < ePn (2) (per x>0). 


Suppone che F(s) sia prolungabile analiticamente al difuori di 4 ed afferma la 
possibilita di dimostrare una certa limitazione per |d,|, nella quale entrano essenzial- 
mente dati quantitativi relativi al modo di crescere della successione {A,}. 
T'ullio Viola (Roma). 

Mandelbrojt, S.: Sur les fonetions ind6finiment derivables sur une demidroite, 
C.r. Acad. Sci., Paris 224, 1092—1093 (1947). 

Questa nota fa seguito alla precedente. — Sia {q,} una successione crescente 
d’interi positivi, N(x) la funzione definita sul semiasse I (0 << 00) ponendo 

NH Ver Ver, Nee) en er, Ted: 


. 


L’A. definisce inoltre in / la funzione 
: N; 
L D’(g) = extr. sup. - E (gel) 

; ©>q 
di cui eonsidera il 
im D’()=D", 
1>00 
detto „densitäsuperiore‘ della successione {q,}. L’A. considera una funzione f(x) 
indefinitamente derivabile su / ed ivi limitata insieme a ciascuna delle sue derivate. 
Suppone f” (0)=0(n 1), essendo {v„; una successione d’interi non negativi, 


p- 
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tali che », = 0 e che la successione {q,} degli interi positivi, complementari della 


successione {v,}, abbia densitä superiore D'’< }. L’A. enuncia e discute una certa 


opportuna condizione suppletiva, sufficiente per poter affermare che f(x) & identi- 
camente nulla in /. Tullio Viola (Roma). 


Allgemeine Reihenlehre: 


Meijer, €. $.: Konvergenz und Divergenz. Euclides, Groningen 23, 65—79 
(1947) [Holländisch ]. 


Äkerberg, B.: On some inequalities. Ark. Mat. Astron. Fysik B 34, Nr.13, 


3 8. (1947). 


Da ERBE SF ER 5 
= ” ger Br 
Verf. beweist für positive Folgen a,, daß 2 Yıa re” <a ist, und 
“ 
daß diese Ungleichung, falls X a, konvergiert, auch nach Grenzübergang für n — 00 
v=1 


oo 
bestehen bleibt. Als Korollar ergibt sich die Ungleichung $ 1a, - 2a, va, 
„1 


oo 
<e 5 a, vonCarleman. Der andere Satz des Verf., wonach für eine konvergente 
1 


v‚— 


oo + ee 
Reihe _Y' a, mit positiven Gliedern lim Via, "2a, na„—=0 gilt, ist wegen 
vl 


lim (la, + 2a,+ "+ na,)/n = 0 trivial. @G. Lyra (Göttingen). 
Gustin, W.: Gaussian means. Amer. math. Monthly 54, 332—335 (1947). 
Es sei A = (a,,...,a,) ein Satz von n positiven reellen Zahlen, @ = (g,, - - -, %,) 


ein Satz von Gewichten (also g, reell > 0, B> q,;,= 1). Für irgendein reelles t sei 
i=ı 


Mt, 4,Q) = 65! P: Ra) 


mit D,(a) = a! für t=+ 0, P,(a) = loga für t= 0. 
Für irgendeinen Satz 7 von n reellen Zahlen t,,...,t, definiere man 
AM (a Re a”) rekursiv durch 


al” ar’ Mu,A®,gQ) (i=1l...n). 

Dann konvergieren die n Folgen A, = a”, rent n), und zwar 
alle gegen denselben Grenzwert, der mit M(7, A, @) bezeichnet wird. Der Spezialfall 
n=2, Q= (1/2, 1/2), T7= (0,1) führt auf das arithmetisch-geometrische Mittel. 

Pietsch (Berlin). 

Boas, R. P.: Sur les suites verifiant des in6galitss portant sur leurs difförences. 
©. r. Acad. Sci., Paris 224, 1683—1685 (1947). 

Y. Tagamlitzki hat bewiesen [C. r. Acad. Sei., Paris 223, 940—942 (1946)], 
daß die Folge komplexer Zahlen a,, die den Ungleichungen |A”a,| <A” g# genügen 
<q<1il;k,n=0,1,2,...), eine geometrische Progression ist. Zum Beweis 
hat er eine Interpolationsreihe und funktionentheoretische Hilfsmittel heran- 
gezogen. — Verf. teilt hier einen neuen Beweis mit, der sich auf die Hausdorffsche 


Integraldarstellung totalmonotoner Folgen stützt. Der Satz wird sogar folgender- 
maßen verallgemeinert: Ist 


—— | A, 


|d"a,| < P> c,An gt k,n=0,1,2,.0.5 


vwd <S u <@q7, <<< <L 2. ZZ, <s wi 
a,—= 2d,g* mit d.lS%. 
Mit derselben Methode, aber auf Grund der Integraldarstellung positiv definiter 
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Zahlenfolgen, läßt sich auch der folgende Satz beweisen: Ist 
N 
P> Anm %n Em 


<S 5 ing)" 
x. einq 
n,m=—N in 


für alle N und alle komplexen Zahlensysteme {x,}, so ist a, = Ae'r2 mit |4| <1. 
Bela v. Sz. Nagy (Szeged). 

Lorentz, G. @.: Beziehungen zwischen den Umkehrsätzen der Limitierungs- 
theorie. Ber. Math.-Tagung Tübingen 1946, 97—99 (1947). 

Delange, H.: Th&oremes taub6riens pour les s6ries doubles. C.r. Acad. Sci., 
Paris 225, 855856 (1947). 

Verf. teilt einen Limitierungsumkehrsatz für Doppelreihen mit, der die be- 
kannten Ergebnisse (Analoga zu dem Littlewoodschen Umkehrsatz des A-Verfah- 


' rens) von Hardy-Littlewood (1913), Knopp (1939) und Duranona y Vedia 


(1940) als Spezialfälle enthält. V. Garten (Tübingen). 
Delange, H.: Sur la r&eiproque du th6oreme d’Abel sur les s6ries entidres. C.r. 
Acad. Sci., Paris 224, 436—438 (1947). 


Es handelt sich um Taubersche Sätze aus einem Ideenkreis von Hardy-Little- 
wood, Karamata, Ananda Rau über die Bedingungen, unter denen man aus 


dem Verhalten der für Nez> 0 konvergenten Dirichletreihe f(z) = > a, ee? 
k 


fen 


oo 
bei z— 0 auf die Konvergenz und den Reihenwert von N a, schließen kann. Ein 
k=1 


allgemeines Theorem des Verf. besagt: Sei s(t) für 1> 0 komplexwertig erklärt, 
in jedem Intervall [0, ZL] von beschränkter Schwankung und = 0 fürt=0. Dann 
oo 


konvergiert zunächst f e-2tds(t) für Rez> 0, wofern w(}) =lim | fin ze) 
ö t 


t>+oltst’<A 
für jedes A> 1 existiert. Sei weiter diese Bedingung erfüllt, ferner 


= nn ed%"(n>1,r,>0,0, reell), im z, = 0, lim !n+ı _ 1, Im 9, | <Z- 
n>00 Nn—> 00 n Nn—00 


oo 
Wenn nun lim nF entds(t)=S existiert, so gilt im |s(t)—S| < lim w(A) und 
n>&@0 t>o 4-1 
darüber hinaus eine etwas weiterreichende Aussage. — Analog zu einem Satze von 
Hardy-Littlewood über diskrete Reihen f(z) mit reellen a, gestattet das Theorem 
des Verf. eine Verschärfung für reellwertige s (t). Beide Ergebnisse des Verf. führen 
zu Verallgemeinerungen und Verschärfungen der Sätze von Hardy-Littlewood. 

Petersson (Hamburg). 


Approximation und Reihendarstellung reeller Funktionen: 


Arbault, J.: Sur la convergence absolue des series trigonome6triques. C.r. Acad. 
Sci., Paris 224, 630—631 (1947). 

Verf. berichtet über Untersuchungen zur absoluten Konvergenz einer trigono- 
metrischen Reihe o(z) = $ o, sinn x (o, > 0) auf einer total unstetigen perfekten 
Menge. Das unter Heranziehung der für s(x) = $ o, |sin n z| S + oo geltenden 
Dreiecksungleichung |s(b) — s(a)| <s(b + a) <s(b) + s(a) gewonnene Haupt- 


resultat besagt: Wenn o(x) auf einer im Sinne von R. Salem [Bull. Amer. math. 


Soc. 47, 820—828 (1941)] symmetrischen perfekten Menge absolut konvergiert, so 
ist die Surime s(x) der Betragsreihe daselbst beschränkt. FF. Lösch (Stuttgart). 
Hardy, 6. H. and W. W. Rogosinski: Notes on Fourier series (IV): Summa- 
bility (RA). Proc. Cambridge philos. Soc. 43, 10—25 (1947). 
Den in der Literatur als Lebesguesche Summationsmethode 


Su, =8(R,1) = I, (sinn h)'nh — 8 
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und als Riemannsche Summationsmethode 
Zu, = s(R, 2) = Nu, (sinn htm a (h-> + 0) 
l 


bekannten Verfahren werden die beiden Paralleldefinitionen 
Sa,=s(R,) = (2/7) 3, (sinn h)in—s 
und 
Na,=s(R,) = (2/ah) 5 s, (sin n h)?/n? —s 


gegenübergestellt. (R,) stellt im Gegensatz zu (R,) und (R, I) ein reguläres Ver- 


fahren dar. — Verff. geben (bez. f und der konjugierten Funktion f) notwendige 
und hinreichende Bedingungen für die (R )-Summierbarkeit an und beweisen die 
Unvergleichbarkeit der beiden Verfahren (R, 2) und (Rs) für Fouriersche Reihen. 
Auf zweierlei Art wird ferner gezeigt, daß das (R,)-Verfahren ‚‚Fouriereffektiv‘ ist. 
V. Garten (Tübingen). 

Natanson, I. P.: Über die Summation der Fourierreihen von Funktionen von 
beschränkter Schwankung. Doklady Akad. Nauk SSSR, II. s. 57, 13—15 (1947) 
[Russisch ]. 

Die Sätze des Ref. (dies. Zbl. 17, 395) über das Verhalten der Bernstein- 
schen Polynome einer Funktion von beschränkter Schwankung werden auf gewisse 
andere Klassen von singulären Integralen übertragen. Beispiel: Wenn 


+n 
fn(®) = [Kult u x) ftt)dt 


für jede 2% -periodische Funktion von beschränkter Schwankung f(x) bei n —co 
gegen Y/[f{x + 0) + fx — 0)] konvergiert, K,(t) mit 27 periodisch ist und ° 


+n 
[ \K,() dt >1 strebt, gilt 
lim Var f„(x) = Vaı* f(x), 


n> 00 
wobei Var* f(x) die „wahre“ 'Totalschwankung von f(x) bedeutet, d.h. die untere 
Grenze der Totalschwankungen aller Funktionen, die mit f(x) in dessen Stetig- 
keitsstellen zusammenfallen. @.@. Lorentz (Frankfurt a. M.). 
Misra, M. L.: On the determination of the jump of a funetion by its Fourier 
eoefficients. Quart. J. Math. (Oxford Ser.) 18, 147—156 (1947). 

Von Szäsz (für = 1) und Chow (für x > 0) rühren Sätze über die Bestimmung 
des Sprunges bzw. verallgemeinerten Sprunges einer periodischen Funktion aus 
ihren Fourierkoeffizienten her unter Verwendung der Cesäroschen Mittel von der 
Ordnung x der Partialsummen der konjugierten Reihe. Unter Heranziehung der 
logarithmischen Riesz-Mittel positiver Ordnung an Stelle der Cesäroschen leitet 
Verf. analoge Ergebnisse her. Darüber hinaus gibt er eine Verallgemeinerung eines 
bekannten Satzes über die Größenordnung der Partialsummen der Fourierschen 
Reihe und der konjugierten Reihe. V. Garten (Tübingen). 

Timan, A.: Sur une methode d’approximation des fonctions continues au moyen 
des polynomes trigonomeötriques. Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 11, 
263— 278 und franz. Zusammenfassung 278—282 (1947) [Russisch]. 


C sei der Raum der stetigen mit 2x periodischen Funktionen, S,(f, x) die n-te 
Teilsumme der Fourierschen Reihe von /s( an der Stelle x und 


(4) OP f; ®) T: 5 15. (/; =) ie N (f x-+ sr) ’ 
(2) hr) = 3 |» h2)—8, (r x+ Be) 


Nach Rogosinski[Math. Ann., Berlin 9, 110—134 (1926) ] strebt a), (x; f, x) > f(x) 
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gleichmäßig in x für jedes & Ö und jedes ungerade «; b) ©, (x; f, x) — 0 gleichmäßig 
für fe C und jedes gerade x. Für x = 1 wurde a) von $. Bernstein [C.r. Acad. Sci. 
Paris, 191, 976—979 (1930)] wiederentdeckt. Verf. betrachtet eine ganzzahlige 
Funktion x = x (n), für die man |x (n) | S nannehmen darf. Unter dieser Annahme 
ist, wie Verf. zeigt, a) bzw. b) genau dann richtig, wenn x (n) beschränkt und von einer 
Stelle an ungerade bzw. gerade ist. Zum Beweis wird die Norm der linearen Opera- 


toren (1) und (2) im Raum 6) berechnet; es ist z. B. |o,| — log |x«|+od) 
für ungerade x und |o,| = 5 logn +O(1) für gerade x. Ähnliche Sätze gelten 


für trigonometrische Interpolationspolynome. @. @. Lorentz (Frankfurt a. M). 

Zamansky, M.: Sur l’approximation des fonetions eontinues. C. r. Acad. Sci., 
Paris 224, 704—706 (1947). 

Für trigonometrische Polynome P,(x), die eine 2rx-periodische Funktion mit 
vorgeschriebener Genauigkeit approximieren, werden Abschätzungen der Ablei- 
tungen P„(x) angegeben. Ist 

Ya) fe)| <M|x— 2 und |) — P,(e)| sKMn“, 
so gilt für O<a<1 |Pr(@)| SC, Mn ell1—o), 


wobei 0, einem endlichen Grenzwert zustrebt füra — 1. Für = 1gilt |P, (a)| SC. 
e @.@. Lorentz (Frankfurt a. M.). 

Geronimus, I. L.: Über die beste Annäherung mittels Funktionen, die kein 
Tschebyscheffsches System bilden. Doklady Akad. Nauk SSSR, II. s. 57, 7—10 
(1947) [Russisch]. 

Verf. beweist: Im Intervall (a, b) seien f(x) und p,(x) stetig; die Differenz nehme 
das Maximum ihres Betrages an n—2 verschiedenen Stellen des Intervalls mit wech- 
selnden Vorzeichen an. Hat dann die Differenz f(x) — p (x), wobei p(x) eine beliebige 
andere stetige Funktion ist, in (a, d) nicht mehr als n Nullstellen, so ist max 
| f(x) — p(x)| > max |f(x)—go(x)|. Verf. zeigt weiter ein entsprechendes not- 
wendiges und hinreichendes Kriterium für die Existenz einer harmonischen Funktion 
a, cos x + b,sin x, die eine gegebene periodische Funktion möglichst gut annähert, 
und gibt von der Lösung dieses Problems eine technische Anwendung, die senkrecht 
auf das Schwungrad einer Dampfmaschine wirkende Kraft betreffend. W. Hahn. 

Bernstejn (Bernstein), 8. N.: Über Grenzwertbeziehungen zwischen den Kon- 
stanten der Theorie der besten Annäherung. Doklady Akad. Nauk SSSR, II. s. 57, 
3—5 (1947) [Russisch]. 

Es sei $;,. die Klasse aller reellen Funktionen, für deren k-te Ableitung gilt 
9a +h)—/®9(a)|sS M1*(0<aS 1). Dann ist die beste Annäherung durch 
ganze Funktionen erster Stufe beschränkt: 

4, f(x) S M- C;z, o (f(®) = Sx, ”) . 
Bedeutet Z,/(x) die beste Annäherung durch Polynome des Grades n, so hat man 
Buila) er COrc,n (f(x) € S%,a). Die Konstante rechts hängt von n ab; es 
besteht aber, wie Verf. zeigt, die Limesgleichung lim O%,a,n = Ca. Ein Gleiches 
n—>o9 
gilt fürdie beste Annäherung durch trigonometrische Summen. W. Hahn (Berlin). 

Achiezer, N. I. und K.I. Babenko: Über die gewogene Annäherung der auf 
der ganzen Zahlenachse stetigen Funktionen durch Polynome. Doklady Akad. Nauk 
SSSR, II. s. 57, 315—318 (1947) [Russisch]. 

Mit Hilfe der Sätze über das Hamburgersche Momentproblem und die 
Fourier-Transformation werden sowohl notwendige als auch hinreichende (zum Teil 
schon bekannte) Bedingungen dafür abgeleitet, daß die Gesamtheit der Polynome inı 
Raum C, dicht ist. Dabei bedeutet (2), - oo <x< +00, eine feste stetige 
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am 


Funktion mit (2) 1, lim Er 0 (n=0,1,---) und C, ist der Banachsche 
|e]+oo 

Raum der stetigen Funktionen f(x) Pr ei a = 0 und ||fj| = sup a <+m. 
In Verschärfung eines Ergebnisses von 8. Bernstein ist 

+00 

ogPlz) ,.__ 

f 14 de= + 

eine notwendige Bedingung. @.@. Lorentz (Frankfurt a. M.). 


Nikolsky, 8.: On the best approximation in the mean to the funetion |a—x]* by 
polynomials. Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 11, 139—175 und engl. Zusam- 
menfassung 175—180 (1947) [Russisch]. 

Verf. bestimmt im Anschluß an frühere Arbeiten sowie Untersuchungen von 
S. Bernstein das asymptotische Verhalten von 


+1 
E,(), = min [|ft@)— P,(a)ldz, 


wobei P,„(x) ein Polynom n-ten Grades ist. Er zeigt, daß 


s+1 j 
Pr z 
Ziehen St 02 2), 


srl: I ns+2 


worin Ja|<1,s > —1(s#2,4,6,...) und 
8|sin“ = a us +1 du 
[rar 


gleichmäßig für |a| Sn < 1 gilt. — Ein zweiter Satz stellt die Existenz einer Folge 
von Polynomen P, fest mit der Eigenschaft 


dv, 


a+ö 
E,(a— x); = f a— xl» — P(x)| dx (n > 0); 
a—ö 


dabei läßt sich die Größenordnung der rechten Seite angeben. Weitere Sätze ver- 
gleichen E, («a — x|*) mit dem entsprechend gebildeten Minimum für alle Poly- 
nome, die einer gewissen Ungleichung genügen, ferner mit dem Ausdruck 


min Fire) — P,(x)|r(z2)d«, 
P,-1 


n 


ın den also noch die Gewichtsfunktion r (x) eingeht. — Die asymptotischen Aus- 
drücke werden für eine Reihe von Spezialfällen berechnet. W. Hahn (Berlin). 


Spezielle Orthogonalfunktionen: 

Maak, W.: Zur Theorie der Kugelfunktionen. Ber. Math.-Tagung Tübingen 
1946, 99—100 (1947). 

Magnus, W.: Über eine Beziehung zwischen Whittakerschen Funktionen. Nachr. 


Akad. Wiss. Göttingen, math.-physik. Kl., math.-physik.-chem. Abt. 1946, 4—5 
(1947). 


Herleitung der Beziehung 


ioo 


1 . 1 
a) Ini J yviz, u;2)y— a, u;ö)de=y(0, 2 u +5352+8) 


Rez>0, Re£20, Ru>—3;240,2+C#0, 60. 
Hierin bedeutet y(z, u, 2) = I'(n +4— x) @l?z-a-112 Wan) Wan) ist die 
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Whittakersche Funktion. Die rechte Seite von (1) läßt sich auch durch eine Hankel- 
sche Funktion zweiter Art mit dem Index 2 4 -+ 1/2 und dem Argument i (2 + £)/2 
ausdrücken. J. Meixner (Aachen). 

eMcLachlan, N. W.: Theory and application of Mathieu functions. Oxford: At the 
Clarendon press 1947. IX, 4018. 

Die Mathieuschen Funktionen sind Lösungen der Differentialgleichung 
d?y/dz2® + (a— 2qc0s2z2)y=(; a und g sind Parameter. Die letzte zusammen- 
fassende Darstellung dieser für viele Anwendungen nützlichen Funktionen stammt 
von M. J.O. Strutt (s. dies. Zbl. 5, 160). Ein Vergleich von Inhalt und Umfang 
des Berichtes von Strutt mit dem vorliegenden Buch führt die Fortschritte, die 
auf diesem Gebiet in der Zwischenzeit erzielt wurden, deutlich vor Augen. Einen 
nicht geringen Teil davon verdanken wir dem Verf.; vieles ist hier zum ersten Male 
dargestellt. — Das Buch richtet sich, wie der Verf. im Vorwort betont, nicht so sehr 
an den reinen Mathematiker, als an alle jene, die mit den Anwendungen der Mathieu- 
schen Funktionen zu tun haben. Es fehlt ihm daher bewußt gelegentlich die mathe- 
matische Strenge. Doch sollte gerade diese Tatsache auch den reinen Mathematiker 
veranlassen, sich mit diesem Buche zu beschäftigen; denn in den vorhandenen 
Lücken stecken viele mathematische Probleme, so z. B. funktionentheoretischer Art, 
in bezug auf die verschiedenen asymptotischen Entwicklungen und auf Entwick- 
lungen willkürlicher Funktionen nach Mathieuschen Funktionen, deren Lösung für 
die Abrundung der Theorie nützlich und in mathematischer Hinsicht reizvoll ist. — 
Der mathematische Teil gliedert sich etwa in folgender Weise. Er beginnt mit der 
Entwicklung der Mathieuschen Funktionen ganzer und gebrochener Ordnung in 
Reihen nach trigonometrischen bzw. hyperbolischen Funktionen, Berechnung der 
Eigenwerte a (q) bzw. der charakteristischen Exponenten (a, g). Ein kurzer Exkurs 
ins Gebiet der Hillschen Differentialgleichung zeigt, wie weit die Eigenschaften der 
Mathieuschen Funktionen, die Begriffsbildungen und die Beweismethoden verall- 
gemeinerurgsfähig sind. Besonders ausführlich werden auch die nichtperiodischen 
Lösungen ganzer Ordnung der Mathieuschen Differentialgleichung behandelt. Dann 
folgen Reinenentwicklungen nach Zylinderfunktionen, Separation der zweidimen- 
sionalen Wellengleichung in elliptischen Koordinaten. Ein umfangreicher Abschnitt 
befaßt sich mit Integralgleichungen und Integralbeziehungen für zwei nicht not- 
wendig unabhängige Lösungen %, (2), Y3(z) der Mathieuschen Differentialgleichung 


von der Form y, (z) = F (u, z) y(u) du, wobei die Kerne x (u, z) sich aus bekannten 


elementaren Lösungen der zweidimensionalen Wellengleichung durch Umrechnung 
in elliptische Koordinaten ergeben. Ferner werden Integralgleichungen vom Liou- 
villeschen Typus angegeben und diskutiert. Zahlreiche asymptotische Entwicklungen 
der Mathieuschen Funktionen, für großen positiven Realteil von z, für große Ord- 
nung, für große g, entsprechende Entwicklungen der Eigenwerte nach fallenden Po- 
tenzen der Ordnung bzw. von g, schließen sich an. Nach einem Kapitel über die 
Nullstellen der Mathieuschen Funktionen kommt eine ausführliche Darstellung der 
wichtigen Reihenentwieklungen dieser Funktionen, deren Glieder Produkte von 
Zylinderfunktionen sind, wichtig vor allem deshalb, weil diese Reihen in der ganzen 
z-Ebene konvergieren und für die numerische Berechnung der Mathieuschen Funk- 
tionen für alle z besoders gut geeignet sind. Die Berechnung einiger Integrale mit 
Mathieuschen Funktionen beschließt den mathematischen Teil. In zwei Anhängen 
werden Grenzübergänge zu den Zylinderfunktionen zusammengestellt und eine Reihe 
von weiteren Ergebnissen, die während der Drucklegung gefunden wurden, skiz- 
ziert. — Verwirrend ist die Fülle von Funktionsbezeichnungen. Doch liegt sie in 
der Natur der Sache. Man braucht sich nur daran zu erinnern, daß bei den Zylinder- 
funktionen neben den Funktionen J,, Y,„, H%?2, in Anpassung an spezielle Anwen- 
dungen noch die Funktionen I,„, K,, ber, bei, ker, kei usw. benutzt werden, Jede 
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dieser Funktionen hat ein Gegenstück bei den Mathieuschen Funktionen. Hierzu 
kommt noch, die Mannigfaltigkeit der Bezeichnungen vervielfachend, die Unter- 
scheidung der verschiedenen Klassen von Mathieuschen Funktionen. — Als Anwen- i\ 
dungen finden sich u. a. Amplituden- Verzerrung in Lautsprechern, Frequenzverviel- 
fachung und -modulation, Schwingungen von mechanischen Systemen mit harmo- 
nischer, in der Zeit periodischer rücktreibender Kraft, Schwingungen elliptischer 
Membranen und Platten, freie Schwingungen des Wassers in einem elliptischen See | 
konstanter Tiefe, Umströmung eines elliptischen Zylinders durch eine reibende 
Flüssigkeit, Wärmeleitung und Skin-Effekt in elliptischen Zylindern, Ausbreitung 
elektromagnetischer Wellen in Rohren elliptischen Querschnitts, Beugung von aku- 
stischen und elektromagnetischen Wellen durch lange elliptische Zylinder, Streifen, | 
Spalte. — Besonders bemerkenswert ist die große Zahl von numerisch in aller Aus- 
führlichkeit bis zum Ende durchgerechneten Beispielen, sei es die Ermittlung von 
Eigenwerten oder charakteristischen Exponenten in labilen und stabilen Bereichen 
des (a, g)-Diagramms, oder der nicht periodischen Mathieuschen Funktionen ganzer 
Ordnung, sei es schließlich bei den physikalischen und technischen Anwendungen 
selbst ihre ausführliche Durchrechnung bis zum gewünschten zahlenmäßigen Ergeb- 
nis. J. Meixner (Aachen). 
Campbell, R.: Sur une forme des fonetions de Mathieu (et de Mathieu asso- 
ci6es) de periode ?srz. C.r. Acad. Sci., Paris 224, 1322—1324 (1947). 
Für gewisse Werte von a gibt es 2xs-periodische Lösungen (s=1,2,3,...). 
der Differentialgleichung j 
yY'+d»cgr Y+la+Rcotr)y—=d. f 
Sie werden durch das Fundamentalsystem 
Y,(2) =1 = a, (1 — 2) + " ar Y, (2) = (1— 2)?” 1 + b, (1 — 2) + 13 +); 
wo 2 = cos x ist, ausgedrückt. Ist » die Hälfte einer ungeraden Zahl, so wird %,(z) 
durch eine Lösung der Differentialgleichung mit logarithmischer Singularität ersetzt. 
J. Meixner (Aachen). 
Campbell, R.: Comportement asymptotique des fonetions de Mathieu assoei6e s 
pour les parame£tres infiniment grands. C. r. Acad. Sci., Paris225, 371—373 (1947). 
Die 2rr-periodischen Lösungen von 


a TEEN a And 


(1) y’+ [« Mg dad +- k?sin? x] y=0 

werden untersucht für den Fall, daB R=ar+Pßr y y+6ör-+--- und v sehr 
groß ist. Ansatza = A! + Bbvr+C + DYw+ :--undy= Pix) ea N) . 
Insbesondere wird für x" < — 1 die Fortsetzung der Lösungen y(x) über die Null- 


stellen der eckigen Klammer in (1) und über die Nullstellen von eos x behandelt. 
J. Meisner (Aachen). 

Meixner, J.: Neuere Ergebnisse über Sphäroid-Funktionen. Z.angew. Math. 
Mech. 25/27, 137—138 (1947). 

Verf. berichtet über seine neueren Ergebnisse bei der Untersuchung der Lö- 
sungen von 

2 

(1) 1-2) y"’—2ry + (7 —_ yr a? - = : =) y=o0, 
worin A, y, m Parameter sind. Für reelle positive y und m = 0,1,2,... gibt es für 
die Eigenwerte } (Regularität bei = -- 1) asymptotische Entwicklungen nach 
y', die bis zu Gliedern der Größenordnung y>® angegeben werden; für rein imaginäre 
Werte von y wird eine analog gebaute Formel angekündigt. Weiterhin werden u. a, 
Reihenentwicklungen für ein Produkt f(x) fg(2’) zweier Lösungen von Gl. (1) mit 
unabhängigen Variablen x, x’ angekündigt, deren allgemeines Glied ein Produkt 
einer Besselfunktion vom Argument yg mit einer Kugelfunktion vom Argument 


ya 


(22 —o)je und 0 = % + x%?+02— 2x2’ —1 ist, deren Koeffizienten einer 
fünfgliedrigen (in Spezialfällen dreigliedrigen) Rekursionsformel genügen, und die 
fast alle bekannten Reihenentwicklungen für Lösungen von Gl. (1) als Spezialfälle 
enthalten. Schließlich werden neue Integralbeziehungen zwischen Lösungen von 
Gl. (1) angekündigt, die insbesondere die Herleitung asymptotischer Formeln für 
große Werte von |x| ermöglichen. W. Magnus (Göttingen). 


Funktionentheorie: 


Zorn, M. A.: Approximating sums. Amer. math. Monthly 54, 148—151 (1947). 

Es sei f: z(t), at << b, ein Bogen in der komplexen Zahlenebene. Betrachtet 
werden Funktionen f(2), die in einem f enthaltenden Gebiet eindeutig erklärt und 
differenzierbar sind. (Das Gebiet darf für jede Funktion individuell gewählt werden.) 
Für ein solches f(z) definiere man wie üblich — vorausgesetzt, daß der Grenzwert 
rechts existiert — 


[tod = lim "S f(&) Az. 


t KB) r=1 
Hierbei ist also 3 eine Zerlegung des Intervalls <a, b) vermöge endlich 


vieler Parameterwerte a=4,<th<...<t,=b,n=n(}) A,=14,—t,_ı, d(3) 
= Max (At,...„Ä4t,), »=ztt), A, =, —23,_-ı, und die /, sind beliebige 
Zwischenstellen: £, = z(tT,), ,_ı <Tr,< t,. Man setze noch 
n(B), 
46,3) = En 


Verf. beweist: f f(z)dz existiert dann und nur dann für alle Integranden der 


i 
betrachteten Art, wenn lim g(f, 3) = Ogilt. fmuß also ein stetiger, aber nicht 
d3>0 
notwendig ein rektifizierbarer Bogen sein. Pietsch (Berlin). 

Perry, A.D. and J. W.T. Youngs: Remarks on analytieity and integration. 
Amer. math. Monthly 54, 313—318 (1947). 

Es seien f,:z,()(n=1,2,...)undf:z(t) stetige Bögen der komplexen Zahlen- 
ebene mit dem gemeinsamen Parameterintervall «a St<b. Die Verff. schreiben 
f£,—E£, wenn die z,(t) auf <a, b) gleichmäßig gegen z(t) konvergieren, und insbe- 
sondere £, —L[, wenn z(t) konstant = [ ist. — Es sei nun die komplexe Funktion 
f(z) in einem Gebiet © eindeutig und stetig erklärt. Ist f, C © stetig und rekti- 
fizierbar, so verstehe man unter J(f,) das in der üblichen Weise (vgl. z. B. das 


vorstehende Referat) erklärte Kurvenintegral f f(z)dz. Die Verff. beweisen, daß 
t 


folgende Aussagen miteinander äquivalent sind: 
A. f(z) ist in & analytisch, d.h. besitzt überall in & eine Ableitung. 
C. Aus f, —£ folgt die Existenz von lim J(f,). 


n—>0°09 


Z. Aus £,—£ folgt im J(f,) = 0. 


B. Zu jeder Folge £,—{ gibt es ein B mit |J(f,)|< B. 

(Dabei sind C, Z, B so zu verstehen, daß alle auftretenden Kurvenbögen in & 
liegen und die f, stetig und rektifizierbar sind.) — Auf © kann man eine Definition 
des Kurvenintegrals für stetige Integrationswege gründen. Pietsch (Berlin). 

Deurimg, M.: Eine Bemerkung über die Bürmann-Lagrangesche Reihe. Nachr. 
Akad. Wiss. Göttingen, math.-physik. Kl., math.-physik.-chem. Abt. 1946, 33—35 

1947). ° 
Be wird folgender Satz. aufgestellt: Es seien M > 0 und N zwei ganze rationale 
oo 


Zahlen, f(@) = N a,:" eine Potenzreihe mit Koeffizienten aus einem Körper k, 
n=N 
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von der bekannt ist, daß sie sich in eine Potenzreihe von 


u=F() = Eon m, c0y#9, 


umordnen läßt. Dann ist der Koeffizient von w* in der Entwicklung von f (z) nach 
Potenzen von u gleich dem Koeffizienten von z2"M in der Entwicklung von 


n f(z) F’ (x) aaM+1F (z)"rR—1 nach Potenzen von z. Ist k von Primzahlcharakteri-" 


stik p, so ist dabei vorausgesetzt, daß M nicht durch 9 teilbar ist. Für M = 12 
wird der Satz mit rein formal-algebraischen Mitteln explicite bewiesen und dadurch E| 
(für N 20) ein Beweis der Bürmann-Lagrangeschen Formel geliefert ganz ohne" 
Benutzung der klassischen Integralsätze der Theorie der komplexen Funktionen. 
Gut (Zürich). 

Siobodeckij, L. N.: Über die Darstellung regulärer Funktionen durch Reihen von 
gebrochenen rationalen Funktionen. Doklady Akad. Nauk SSSR, Il. s. 56, 123—126 
(1947) [Russisch ]. 

Mehrere umfangreiche Sätze über die Darstellung regulärer Funktionen durch 
Reihen rationaler Funktionen wie 


mit Knoten |a,| < 1 und 5 {1—la,|j}= +00. Verwandte Reihen sind auch 
vl 


von Lammel mehrfach untersucht (dies. Zbl. 19, 313; 21, 330; 23, 52, 141; 24, 
126, 419 u.a. m.). Die Ergebnisse des Verf. sind scharfer, quantitativer Art. 
Ullrich (Gießen/Mainz). 
Jabotinsky, E.: Sur la representation de la eomposition de fonetions par un 
produit de matrices. Application a l’itsration de e® et de ®—1. Ü.r. Acad. Seci., Paris 
224, 323—324 (1947). 
Ördnet man einer in der Umgebung des Nullpunktes regulären Funktion F() 
die aus den Koeffizienten der Taylorschen Reihen 


oo 


F" (2) = = Pmın a m= 012%...) 


ne 


ae PET 


gebildete unendliche Matrix A[F(z)] = (p,,,.) zu, so entspricht der Funktion 
F{@(z)} das Matrizenprodukt A[F]- A[@], insbesondere ist {A[F]}? die Matrix 
der p-ten Iterierten von F(z). Die erste Zeile dieser Matrix liefert die Koeffizienten 
der Potenzreihe dieser Iterierten, wie für e® und e® — 1 ausgeführt wird. Trost, 
678 Dufresnoy, J.: Sur le produit de composition de deux fonetions. C. r. Acad. 
Sci., Paris 225, 857—859 (1947). 

Aus dem Verschwinden des Integrals 


Snwn@—yd für o<e<ı 


kann bei stetigen Funktionen /, dieses Intervalls % auf das Verschwinden einer von 
beiden auf ganz % geschlossen werden, oder auf das Verschwinden von beiden auf 
Teilintervallen, ,= 0 auf 0 se s&, mt, +&2 %g. Korollar für 2, = + ©. 
Mit Hilfe von Laplace-Transformation wird der Beweis auf folgende (neue) Aussage 
über regulär analytische Funktionen zurückgeführt: Seien F,(z) regulär für x > 0, 
auf 2=0 noch stetig und nach oben beschränkt, reell für z=x und 
lim 7% log M (r, F,) s0 [M (r, F) = max |F (z)|, für die Halbebene gebildet]. 
Wenn dann das Produkt F, (2) Fy(2) auf x 0 beschränkt bleibt, so auch mindestens 
einer der beiden Faktoren. Ullrich (Gießen/Mainz). 
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Serghieseo, $.: Sur une integrale eurviligne donnant le nombre des z6ros et des 
pöles distinets d’une fonetion m&romorphe dans un eontour ferm6e. ©. r. Acad. Seci., 
Paris 224, 440—442 (1947). 

Verf. diskutiert ein reelles Integral, dessen Wert in gewissen Fällen die Anzahl 
der Nullstellen und Pole ohne ihre Multiplizität einer meromorphen Funktion in einem 
endlichen Bereiche darstellt. Saxer (Küsnacht/Zürich). 


Serghieseo, S.: Sur le nombre des zeros et des pöles distinets d’une fonetion 
me£romorphe dans un contour ferme. C.r. Acad. Sci., Paris 225, 485—487 (1947). 

Es sei F = g/h eine meromorphe Funktion. Der Verf. betrachtet das Integral 
WARS 

| Pr Fr 


wobei 
r re h’ &®’ 5 n 
Trip a un, und D=gh—hg'. 


Der Faktor ® ist eine Differentialinvariante des Büschels Ag + uh = 0. Der Verf. 
diskutiert den Fall, daßA g + u h mindestens einen Faktor (2— 2,)” enthält. Saxer. 

Grunsky, H.: Zur Funktionentheorie in mehrfach zusammenhängenden Gebieten. 
Ber. Math.-Tagung Tübingen 1946, 68—69 (1947). 

Nehari, Z.: Une inegalit& dans la theorie des fonetions bornees dans un anneau. 
C. r. Acad. Sci., Paris 224, 1093—1095 (1947). 

Es sei f(z) eine für 0" <|z|<o-'""(0 <o<1) eindeutige reguläre ana. 
Iytische Funktion, und |f(@)| <1, f(+1)=0. Verf. beweist die Abschätzung 
IF@)|:1— |/@) |) <| Fe) |:(1— |Fl@)|), wo Fl) = Yksn (-iö8logiz), 
wobei die elliptische Funktion sn u die Perioden 4k = 2n0%(0°) und 2ik’ = 
— 2ilogo% (0?) besitzt. Die Abschätzung ist die bestmögliche. Falls f(i) = 0, 
gilt auch |f(e2)| < |F(z)|. Der Satz wird auf beliebig vielfach zusammenhängende 
Gebiete verallgemeinert. V. Paatero (Helsinki). 

Nehari, Z.: Sur les fonetions bornees dans un anneau. C.r. Acad. Sci., Paris 
224, 1135—1137 (1947). 

Die Annahme f’(+ 1) = 0 (siehe vorsteh. Ref.) wird hier durch die Annahme 
)=f-1) esetzt. Dann it |(+-Y|s|F+lV)|, w Feo= 
i Vk sn (—i 02 log z) und die elliptische Funktion sn die Perioden 4 k = 270; (0°) 
und 2ik’=—ilogog0% (0?) hat. Diese Abschätzung ist wieder die bestmögliche. 

V. Paatero (Helsinki). 

Dvoretzky, A.: Les coeffieients d’une fonetion univalente et le domaine 6tal6. 

C.r. Acad. Sci., Paris 225, 447—449 und Errata, ebenda 1396 (1947). 


Für eine in |2| <1 reguläre und schlichte Funktion w=2+ N a," lassen 


n=2 


sich über a, = O(n) hinausgehende Koeffizientenabschätzungen gewinnen, indem 
auf die geometrischen Eigenschaften des Bildgebiets A von |z| <1 in der w-Ebene 
Bezug genommen wird. Bedeutet A(R) für R > 0 den Radius des größten Kreises 
mit Mittelpunkt auf |w| = R, dessen Inneres A angehört, so folgen aus A(R) = O(R°) 
die Beziehungen a, = o(n2*) für 0o<a <1,a,=Ol(logn) für = 0, a,„=o(l) 
2 


2 2-a 


ie Od, = ie ) für & <—2. Sie fließen aus der (ohne Beweis ange- 

gebenen) Abschätzung |w| < R, für |2| St <1, wo R, die kleinste positive Wurzel 
1—1)2 

der mit einer Konstanten c>}# gebildeten Gleichung A(R) = c R? nn be- 


deutet. F. Lösch (Stuttgart). 
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Sunyer i Balaguer, Ferran: Sur la substitution d’une valeur exceptionnelle par 
une propriöt6 laeunaire. C.r. Acad. Sei., Paris 224, 1609—1610 (1947) und Errata 
225, 360 (1947). « 

Verf. schließt von Lückenbedingungen auf Wertverteilung: Sei F(z) eine feste 
ganze Funktion von der endlichen Ordnung o,, der präzisierten Ordnung o(r); ihre 


Taylorkoeffizienten seien gewissen Lückenbedingungen unterworfen. Die f, (z) da- 


gegen seien veränderliche ganze Funktionen, deren präzisierte Ordnung hinter o(r) 
zurückbleibt. Dann genügt die Nullstellenanzahl aller Kombinationen fyF + fı 
einer Schätzung 


Br) 


wo rechter Hand B, eine von der Lückenstruktur, C(o,) eine von g, allein ab- 
hängige Konstante ist. Ist F(z) von sehr regelmäßigem Wachstum, so kann lim 
an Stelle von lim treten. Viele Druckfehler bis in die Errata. Ullrich. 

Sunyer i Balaguer, Ferran: Sur la substitution d’une valeur exceptionnelle par 
une propti6t6 laeunaire. C. r. Acad. Sei., Paris 225, 21—23 (1947) und Errata, 
ebenda 360. 

1. Eine Arıssage über die Unmöglichkeit einer Relation der Form f,(z) F(z) — 
fı(2) = fa (2) «? für irgendeine ganze Funktion @ (z), während die f, und F 
ganze Funktionen unendlicher Ordnung sind derart, daß das Wachstum der f, in 
gewisser Weise durch das von F eingeschränkt wird. 

2. Einige Sätze vom Typus Landau, Schottky, in denen neben Seltenheit 
der Nullstellen noch eine Lückenforderung an die Taylorreihe gestellt ist. Dann kann 
auf Wachstumslangsamkeit für den Maximalbetrag, bzw. auf quasinormalen oder 
normalen Charakter einer solchen Funktionenschar geschlossen werden. Bemerkens- 
wert ist, daß die Annahme eines weiteren Ausnahmewerts durch die Lückenforde- 
rung ersetzbar ist. Ullrich (Gießen/Mainz). 

Pisot, C.: Propri6tes arithmetiques des eoefficients des series de Taylor. C. r. 
Acad. Sci., Paris 224, 438—440 (1947). 

Der Satz von Carlson wird mit Aussagen von Szegö und Borel zu dem 


Imn(r 


oo 
folgenden Theorem zusammengefaßt: Sei f(z) = Na, 2” die Ursprungsentwicklung 
0 


einer auf |2| S R meromorphen Funktion f(z) bei R>1. Haben die a, insgesamt 
nur endlich viele ganz-rationale Werte, so ist f(z) schon eine rationale Funktion. — 
Der Beweis wird auf Methoden von Axel Thue (Diophantische Approximationen) 
gestützt. Ullrich (Gießen/Mainz). 

Dugue, D.: Le delaut au sens de M. Nevanlinna döpend de l’origine choisie, 
C.r. Acad. Sci., Paris 225, 555—556 (1947). 

Verf. gibt ein Beispiel, um zu zeigen, daß die Nevanlinnaschen Defekte von der 
Wahl des Nullpunktes abhängen. V. Paatero (Helsinki). 

Wittich, H.: Über die Wachstumsordnung einer ganzen transzendenten Funk- 
tion. Math. Z. 51, 1—-16 (1947). 

Eine gebrochene oder ganze Transzendente f(z) = w erzeugt e ne Riemannsche 
Fläche ®. Verzweigungseigenschaften der Fläche, wie logarithmische Windungs- 
punkte oder unmittelbare Randstellen bedingen eine untere Schranke für die Wachs- 
tumsordnung von f(z) (Randstellensatz von Denjoy-Carleman-Ahlfors). Ref. 
hat 1936 die Verfolgung der Frage angeregt, wie weit etwa der Einbau unendlich 
vieler algebraischer Windungspunkte in W bei regelmäßiger Anordnung der Wachs- 
tumsordnung der Erzeugenden f(z) beeinflußt. Verf. gibt hier ein grundsätzlich 
wichtiges Beispiel dazu: Eine der vom Ref. 1935 eingeführten Flächen mit periodi- 
schen Enden erlaubt es, die Erhöhung der Wachstumsordnung festzustellen, die 
gegenüber der Schranke des Randstellensatzes eintritt. Entscheidend dafür ist hier, 


N} 
" 
“ 
” 
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daß — in der üblichen Beschreibung durch Streckenkomplexe — ein logarithmisches 
Elementargebiet durch periodische Enden von verschiedenen Periodenlängen be- 
randet wird. Das bedingt spiralige Wertverteilung und damit Wachstumserhöhung. 
} Egon Ullrich (Mainz/Gießen). 
Le-Van, Thiem: Beitrag zum Typenproblem der Riemannsehen Flächen. Com- 
ment. math. Helvetici 20, 270—287 (1947). 
Betrachtungen zum Typenproblem der folgenden Klasse einfach zusammen- 
hängender Riemannscher Flächen: 1) Die Fläche W besitzt über den g Grund- 


ar 
"%,k=1,2,....,g)nur Win- 


dungspunkte unendlicher oder nullter Ordnung. 2) In dem zu W gehörigen Strecken- 
komplex y, fehlen logarithmische Enden. 3) Jeder Knotenpunkt von Ya ist entweder 
unverzweigt oder g-fach verzweigt. — y, ist mit dem zur universellen Überlagerungs- 
fläche ® (a,,...,a,) gehörigen Streckenkomplex 7, topologisch äquivalent. Einer 
generationsweisen Ausschöpfung von 7, entspricht eine Ausschöpfung des Einheits- 
kreises [schlichtes konformes Bild von DW (a,, ..„,@,)) durch Gebiete, die sich in 
der k-ten Generation aus g(g— 1)*-1 Normalpolygonen zusammensetzen, deren 
jedes von g sich berührenden Orthogonalkreisbögen berandet wird. 

8, sei der Flächeninhalt des i-ten Normalpolygons (k, i) in der k-ten Generation, 
i=1,2,...,g(g9— 1)*-!. Day, und >, topologisch äquivalent sind, entspricht dem 
Polygon (k, i) ein verzweigter Knoten in y,, der auch durch (k, i) bezeichnet wird. 
Es gibt in y, nur einen Knotenpunkt (k—1, ?’), der mit (k, i) durch einen Streckenzug 
verbunden ist; er besteht aus /,; Bündeln, wobei jedes Bündel entweder von einer 


Strecke oder von (97— 1) Strecken gebildet wird. Esseil, =max 1,2, = maxl, 
et n<k 


i=1, 23%: 

und o(n) die Zahl der Knotenpunkte in dem durch die n-te Generation bestimmten 
Teilkomplex y,(r) von y,. Unter starker Heranziehung quasikonformer Hilfsab- 
bildungen beweist Verf. die folgenden Sätze: Satz A: Konvergiert die Reihe 
ts lk—1,2,..259=L2..,g— 171] 86 istrdie Fläche W vom hy- 
ki 

perbolischen Typus. Satz B: Konvergiert die Reihe - Fr ‚so ist die Fläche ® 
vom hyperbolischen Typus. Satz C: Es sei l,, von i unabhängig und monoton 
wachsend in k. W ist dann und nur dann vom hyperbolischen Typus, wenn die 


punkten w=a,,q,,...,a,(0.B. d. A. a, = exp 


Reihe I zung konvergiert. Satz C ist insofern besonders interessant, als ein früher 
N 
von R.Nevanlinna und vom Ref. bewiesenes hinreichendes Kriterium für das 


Eintreffen des Grenzpunktfalles bei der in Satz C angegebenen Flächenklasse sich 
auch als notwendiges Kriterium erweist. Wittich (Karlsruhe). 

Ullrich, E.: Konforme Abbildung eines Streifens mit Halbkreiskerbe. Z. angew. 
Math. Mech. 25/27, 133—134 (1947). 

Das Abbildungsproblem tritt in verschiedenen technischen Zusammenhängen 
auf; angestrebt wird eine numerisch beherrschbare Lösung. Verf. verweist auf ver- 
wandte, von Fock [J. reine angew. Math. 161, 137—1ö1 (1929)] und von Koppen- 
fels (s. dies. Zbl. 21, 415) behandelte Abbildungsprobleme und kündigt eine analoge, 
auf Betrachtung einer Lameschen Differentialgleichung gestützte Lösung an. Er 
erwähnt schließlich, daß die Umkehrung der Abbildungsfunktion eine Hauptkreis- 
uniformisierende im Sinne von Koebe ist, ohne allerdings die damit unmittelbar 
gegebene Reihenentwicklung der Abbildungsfunktion aufzustellen, die — m. E. — 
in diesem sehr einfachen Falle direkt zu numerischen Rechnungen verwendbar 
sein müßte. Brödel (Jena). 

Kvesselava, D. A.: Solution d’un problöme limite de T. Carleman. C. r. Acad. 
Sci. URSS, II. s. 55, 679—682 (1947). 

Das einfach zusammenhängende Gebiet ®, sei von I’, berandet, einer einfachen 

3* 
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geschlossenen Kurve, deren Tangenten eine Hölderbedingung erfüllen. x (t) sei eine 
Belegung von I’, mit nicht-verschwindender Ableitung, welche /’, unter Umkehr 
des Durchlaufungssinnes auf sich selbst bezieht; endlich seien @ (t), g (t) weitere Be- 
legungen von I’, mit Hölderbedingung, und @ (t) # 0. Es handelt sich dann um die 
folgende Randwertaufgabe: Gesucht sei eine in ©, bis auf endlich viele Pole regu- 
läre Funktion ®(z), deren Randwerte D+(t) (z— t von innen her) der Vorschrift ge- 
nügen: 


DH W)=CWBW+IL auf T,. 
Der homogene Sonderfall g (t) = 0 ist von Carleman gestellt (vgl. ds. Zbl. 6, 400) E| 
und auf eine Fredholmsche Integralgleichung zurückgeführt worden. Verf.gibtdievoll- 
ständige Lösung der allgemeinen Gleichung auf neuem Wege. Sie bemerkt, daB 
Gt) = +1, g(t)= 0 nur Konstanten als Lösungen zuläßt, —1 sogar nur die 0; 
im inhomogenen Fall dazu kann die Lösung aus einer zum Teil beliebigen rationalen 
Funktion R(z) und einem Cauchy-Integral aufgebaut werden, dessen Belegung 
p (rt) aus einer Fredholmschen Gleichung folgt: Tp = AR (a (t))— R(t)— Ag (t); 
Tg bezeichne darin den Integraloperator 

"Y 1 1 &(l) 
To Ad, +) er 20) dr. 
Zur Behandlung des allgemeinen homogenen Problems dient die ‚„‚kanonische“ 
Funktion (mit einer Fallunterscheidung) von der Form 
eh, EP NE ke an er 
Alee'% | ;%; 
P 

wieder entspringt @ einer Integralgleichung mit Tp = — log 6* (t), wo @* einfach 
aus @(t) folgt. Der homogene und der inhomogene Fall erfordern dann noch die 
Lösung ähnlicher Integralgleichungen; nur die rechte Seite ist komplizierter. Die 

allgemeine Lösung in beiden Fällen ist von der Struktur 


Öl) = XlR@ +5 f KA) dr 
L 


 ° 


Ullrich (Gießen/Mainz). 
Vinogradov, I. P. und P. P. Kufarev: Über einige spezielle Lösungen des Problems 
der Filtration. Doklady Akad. Nauk SSSR, II. s. 57, 335—338 (1947) [Russisch]. 
Eine Frage in der Erdölaufbereitung führt auf folgende Randwertaufgabe: 
Eine in |Ö| < 1 reguläre und schlichte Funktion zu suchen, z = f(£, r), mit f(0, r) 
— const, welche neben der Anfangsbedingung f(£, 0) = f, (£) die Randbedingung 


erfüllt: 
1 % % 
SE SS Zee —__ . 
R(; ler 1; 


die Hilfsveränderliche 7 hängt mit der Zeit £ durch eine Differentialgleichung zu- 
sammen; /„(£) bildet |Ö | < 1 in das schlichte Ausgangsgebiet ab. Mittels 


2n 
22 & et Bla 
P (&, 2) 02 f 82 £ 0 WO: v (&, T) = - ’ 

Ö 
läßt sich die Randbedingung in die Integro-Differentialgleichung 

% _ pa _ AP) 

heit: Furhdre: 
hinüberspielen. — Halbebene und Streifen werden durch Reihenansatz 


IKe,n > ı f„ (©) 7" erledigt, wobei sich ein System von rückläufigen Grenzbedin- 


> 


gungen für die /,(£) einstellt. — Ferner werden einige Klassen spezieller Lösungen 
durch einen Partialbruchreihenansatz für » (£, r) zugänglich. Ullrich (Gießen) 
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Kufarev, P. P.: Zur Theorie der schlichten Funktionen. Doklady Akad. Nauk 
SSSR, II. S. 57, 751—754 (1947) [Russisch]. 

Zusammenstellung von Formeln zur Löwnerschen Behandlung von Schlitz- 
abbildungen. Ullrich (Gießen /Mainz). 

Kufarev, P. P.: Eine Bemerkung über die Integrale der Löwnerschen Gleichung. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, II. s. 57, 655—656 (1947) [Russisch]. 

Es wird die Löwnersche Differentialgleichung 


dlgw wre 
Pr w— ee 

behandelt, wo «(f) eine für 4 St ST stetige Funktion ist. Bei gegebenem w, 

mit |w,| < 1 seiw = w(w,, t) das Integral, das für — i, + O den Wert w, annimmt. 

Verf. zeigt, daß bei der Differentialgleichung 


dlog w ut En mitz=e-t-W+iYi-eät-h) 
dt w— x 


das Integral w = w(w,, t) den Kreis |w,| << 1 nicht auf ein durch Aufschlitzen des 
Kreises |w| < 1 entstandenes Gebiet der w-Ebene abbildet, und äußert eine Ver- 
mutung über die genauen Bedingungen, unter denen der Kreis der w,-Ebene auf ein 
solches Schlitzgebiet der w-Ebene abgebildet wird. Kamke (Tübingen). 


Göllnitz, E.: Über ganze Funktionen, die in den Ecken gewisser regulärer Poly- 
gone verschwinden. Ber. Math.-Tagung Tübingen 1946, 65—66 (1947). 

Rothstein, W.: Der Hartogssche Hauptsatz für reguläre und meromorphe Funk- 
tionen. Ber. Math.-Tagung Tübingen 1946, 125—126 (1947). 

Peschl, E.: Über die Bilder von Sternbereichen. Ein allgemeiner Abbildungssatz 
im Raume mehrerer komplexer Veränderlichen. Ber. Math.-Tagung Tübingen 1946, 
112—116 (1947). 

Maaß, H.: Über automorphe Funktionen von mehreren Veränderliehen und die 
Bestimmung von Dirichletschen Reihen durch Funktionalgleichungen. Ber. Math.- 
Tagung Tübingen 1946, 100—102 (1947). 


Kryloff, N. M.: Sur les complexes de Galois. C.r. Acad. Sci. URSS, II. s. 55, 
683—684 (1947). 

Verf. betrachtet die Gesamtheit der Größen &2,+ix2, + i? x, wo i Wurzel 
einer kubischen Gleichung ist, als Beispiel eines durch eine algebraische Gleichung 
n-ten Grades definierten ‚„‚Galoisschen Komplexes“. Sind %,, %1, 4 Funktionen von 
%g; X; %, so kann man z= yy+ i yı + i? y, als Funktion des Komplexes erklären. 
Für diese Funktionen werden (ohne Ableitung) die den Cauchy-Riemannschen ent- 
sprechenden Regularitätsbedingungen angegeben, womit sich die die Metrik des 


: h > °y; 
Darstellungsraumes bestimmende Funktionaldeterminante == 


berechnen läßt. 

Trost (Zürich). 
Kryloff, N. M.: Sur les quaternions de W. R. Hamilton et la notion de la mono- 

geneite- C. r. Acad. Sci. URSS, II. s. 55, 787—788 (1947). 
Nach den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen sind in der Funktional- 


determinante u. i | einer regulären Funktion yy + ö y, der Variabeln x, + ix, die 


vier Oarenen der Zeilen und Spalten gleich. Verf. weist darauf hin, daß 
dasselbe für die Funktionenz = yy + tYyı + J Ya + k yg einer Quaternionenvariabeln 
2 ti) tja, + Kay gilt, wenn als Regularitätsbedingungen die Gleichungen 


un 0 cz 5 ahead = gelten. Trost (Zürich). 
0x, 0%, 0% Ox,° 0% 0%, 
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Comöt, 8.: Une propriöt6 algebrique des &quations de Cauchy-Riemann. C. r. 
Acad. Sci., Paris 224, 623—625 (1947). 1 
-  Solldurch das System der Funktionen %,, - . -, 4, der reellen Variabeln z,,...,® 
eine konforme Abbildung des R, vermittelt werden, so muß die Funktionalmatrix © 
in der Relation dy = Od« eine mit einem skalaren Faktor multiplizierte orthogonale 
Matrix sein. Das gibt für n = 2 die Differentialgleichungen von Cauchy-Rie- 
mann. Diese Bedingung für © wird verallgemeinert, wobei sich die Regularitäts-" 
bedingungen der Quaternionenfunktionen von Fueter [Comment. math. helv. 7, 
307—330 (1935); dies. Zbl. 12, 17] als Spezialfall ergeben. Trost (Zürich). 

Comeöt, $.: Sur eertains systömes d’6quations aux deriv6es partielles. ©. r. Acad. 
Sci., Paris 224, 1045—1046 (1947). 1 

y; @=1,2,...,p) seien p Funktionen der unabhängigen Veränderlichen 
2%, (5, k=1,2,...,p).2 = (8,,) sei die Matrix der partiellen Differentialopera-' 
toren, 2' = (4,,) ihre Adjungierte und A die Determinante. Verf. zeigt: Zu jedem 
„Vektor‘ y der Funktionen %, der die Matrizengleichung 2 y = 0 erfüllt, gibt es 
eine skalare, der Gleichung Ap = 0 genügende Funktion g, so daß y,=4,,p 
j=1,2,...,p). Es ergeben sich Zusammenhänge mit den regulären Quater- 
nionenfunktionen von Fueter [Comment. math. helv. 7, 307—330 (1935); dies. Zbl. 
12, 177. Trost (Zürich). 


Partielle Differentialgleichungen. Potentialtheorie: j 


Barbachine, E.: Sur la elassification des multiplieites integrales d’un systeme 
d’6quations en differentielles totales. ©. r. Acad. Sci. URSS, II. s. 55, 279—282- 


(1947). n 
Es handelt sich um vollständig integrable Systeme der Gestalt 1 

a = 37 Pr ds, ve I ER F 

k=1 ” 


mit in 2, &%9,..., x, innerhalb eines gewissen Gebietes @ eines euklidischen 
n-dimensionalen Raumes E, stetigen und einmal stetig differenzierbaren Koeffi- 
zienten P,,. Die Parameter %,, %y, . . -, %,, werden daneben als Komponenten eines 
(variablen) Vektors % einer Vektormannigfaltigkeit R, von m Dimensionen ge- 
deutet. Sodann existiert unter den angegebenen Bedingungen zu jedem Punkt 
Po (X1, 27%, - . ., 27) aus G und zu jedem Vektor %, = U(ul,u,...,u,) aus R„ eine 
Systemlösung 


YRELS y 0 0 0 s 
= fı(&1; Very Ey U U Ug— Up, ..., U — Um); i=1,2,.. “N, 


derart, daß die Relationen a9 = f,(21, 23, - . ., 29, 0,0,..., 0) bestehen. Wird eine 
solche Lösung kurz mit 9 = /(Py %— U,) bezeichnet, so hängt / für einen gewissen. 
Wertebereich des Vektors % von diesem stetig ab und ebenso von p, etwa in einem 
beschränkten Teilgebiet M von @. — Verf. untersucht die in M definierten Lösungen 
für alle möglichen Werte % aus R,,. Die diesen Lösungen in @ entsprechenden In- 
tegralmannigfaltigkeiten von 1 Sm Dimensionen werden in Analogie zu den dyna-. 
mischen Systemen „Planetenbahnen“ (orbites) genannt. Geht eine derartige „‚Bahn- 
kurve“ Z durch den Punkt p,, so ist jeder andere Punkt p’ von Z durch p’ = 
(po, W— %,) bestimmt, wobei % einen passend gewählten Vektor aus R,„ bedeutet. 
Umgekehrt entspricht wiederum jedem Vektor u’ über den Punkt p, aus M ein, 
einziger Punkt 9’ auf Z. Die Transformation der Punkte auf Z und der Vektoren 
in #,, verlaufen also isomorph und bilden eine Gruppe, die Verf. wiederum mit R 
bezeichnet. Die Gesamtheit aller Transformationen aus R,,, welche einen Punkt Do 
von Z festlassen, bilden die Untergruppe W von R,. Nach Pontrjagin (Topolo- 
gieal groups. London 1939) läßt sich die Faktorgruppe R,„/W auf r zur additiven 
Gruppe reeller Zahlen und auf k zur multiplikativen Gruppe kon pl»xer Zahlen 
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vom Modul Eins isomorphe Gruppen zurückführen. Verf. schreibt entsprechend 
R„/W = W,,, und bezeichnet mit Z,,. diejenigen Repräsentanten der Z, welche 
zu den Transformationen W,,, gehören. Dann ergibt sich eine Klassifikation der 
Zr,» deren Repräsentanten stets solange in eine Klasse vom Typus (r, k) zusammen- 
gefaßt werden, als alle ihre Indizes r und % (je untereinander) übereinstimmen. 
Im euklidischen E,, werden folgende Normaltypen unterschieden: a) alle Angehörigen 
des Typus (0, k), b) alle n-dimensionalen Z,, „, c) alle Angehörigen des Typus (1, n—2). 
Ein Z,,; ist vom Normaltypus, wenn es ein topologisches Bild seiner Gruppe W,, x 
ist. Die Beweise für diese Ergebnisse werden nur angedeutet. M. Pinl. 


Karmarkar, K. R.: An important partieular case of the problem of equivalence. 
Bull. Calcutta math. Soc. 39, 30—32 (1947). 

Es wird die Äquivalenz zweier quadratischer Differentialformen in vier Ver- 
änderlichen von der speziellen Gestalt 


ds? = — A (r, t) dr®— B(r, t) (dO® + sin? OdB?) + 2 Cr, t) dr dt + .D(r, t) dt? 


bei Transformationen r =r(r, t), t=t(r, 1) untersucht, welche in der allgemeinen 
Relativitätstheorie eine gewisse Bedeutung hat. Anstatt, wie üblich, Eigenschaften 
des Krümmungstensors heranzuziehen, geht Verf. direkt auf eine Normalform zurück 


ds? = — e*&7) do? — 0?(dQ? + sin? OdD2) + e&9) di? 


und gibt mit ihrer Hilfe Invarianten an, die eine vollständige Diskussion des ange- 
gebenen Äquivalenzproblemes gestatten. Weise (Kiel). 
Sauer, R.: Bemerkungen zur Charakteristikentheorie der partiellen Differential- 
gleichungen 2. Ordnung. Z. angew. Math. Mech. 25/27, 151—153 (1947). 
Ist a(9%; Pn) Inn — 2b(95 In) Pen + C(P&, In) Yes = 0 die Legendre-Transfor- 
mierte der linearen homogenen partiellen Differentialgleichung 


u Y) Tat 2b Year tea Wird 

so sind die (im hyperbolischen Bereich ac < b? reellen) Charakteristiken in der 
(x, y)- und (£,n)-Ebene orthogonal-reziprok aufeinander bezogen. Dieser geome- 
trische Sachverhalt gestattet die explizite Angabe der allgemeinen Lösungen der 
beiden Differentialgleichungen, wofern man sich mit Verf. auf den Fall beschränkt, 
daß eines der beiden Charakteristikennetze ein Geradennetz ist, in welchem Sonder- 
falle das andere Charakteristikennetz notwendig ein von zwei Scharen kongruenter 
Kurven erzeugtes Parallelogrammnetz (sogenanntes Rückungsnetz) wird. — Die 
Methode umfaßt auch den Fall elliptischer Differentialgleichungen und wird vom 
Verf. allgemein und anschließend an den Beispielen: Minimalflächen, lineare konische 
Überschallströmung und nichtlineare ebene Druckwellen durchgeführt. M. Pinl. 

Trjitzinsky (TrZieinskij), W. J.: Singular elliptie and hyperbolie partial differential 
equations. Mat. Sbornik, 1I. s. 20, 365—429 und russische Zusammenfassung 


430 (1947). 
Verf. untersucht zunächst die elliptische Differentialgleichung 
02 a ou 
Fu) DAy a) as + I Bi). + Ola) u= ia) 
i,j=1 3 s=1 ı 


[x steht für (2), .. ., 2„)]. f(x) ist stetig in einem gewissen Gebiet D. Die Koeffi- 
zienten sind stetig und hinreichend oft differenzierbar im Innern von D, dürfen aber 
gegen den Rand hin unendlich werden. Für zwei Fälle werden Bedingungen über 
die Ordnung des Unendlichwerdens der Koeffizienten angegeben, die es gestatten, 
die Differentialgleichung auf eine Integralgleichung zurückzuführen. Fall (8): die 
Bedingungen (deren Angabe die hier gesetzten Grenzen weit überschreiten würde) 
sind derart, daß bei selbstadjungiertem F(w) die Carlemansche Spektraltheorie an- 
wendbar wird. Fall (F) gestattet auch bei nichtselbstadjungiertem #(u) Zurück- 
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führung auf eine Fredholmsche Integralgleichung. Der Kern K(z,z) hat die Form 


w (2,2) 
r* (z,2) 


wo w(x, z) nicht notwendig beschränkt ist («= m—1-+.;0 Se<.1). Wenn bei 
passendem » für den v-ten iterierten Kern K,(z,z) gilt |K,(z,2)| Scw,(x, z), so 
liegt, falls w(x, 2) CL, bez. (x,z), der Fredholmsche Fall vor, während bei selbst- 
adjungiertem F (u), falls w(x,2) C L, nur bez. x gilt, die Spektraltheorie anwendbar 
ist. Weiterhin wird das Parameterproblem F(w) + Ao(xz)u= f(x) bei selbstadj. 
F (u) behandelt. Dabei soll der Operator F(u) +Aou vom Typus (8) sein. Das 


Kia,2)= 


(r = Abstand von x und z), 


Gebiet D wird durch geschachtelte Gebiete D, approximiert und für diese das Pro- 


blem klassisch gelöst. Bedeudet O den offenen Kern der Punktmenge, der von der 
komplexen A-Ebene nach Herausnahme sämtlicher zu allen D, gehörenden Eigen- 
werte übrig bleibt, so heißt F in Anlehnung an Carleman von der Klasse I, wenn 


für jedes A in O jede zu Z,(o) gehörige Lösung des homogenen Problems identisch 
Null ist, andernfalls von der Klasse II. Dann wird bewiesen: Wenn für passende 


Wahl der D, die Menge der zugehörigen Eigenwerte ein Intervall von positiver 
Länge nicht bedeckt, dann ist F von der Klasse I. Schließlich wird die hyperbolische 
Gleichung 


Fu) + Aolayu = ea) + ea), t) 


für den Fall gelöst, daß die linke Seite vom Typ ($) und der Klasse I ist. Unter 
passenden Bedingungen über f, deren Angabe zu weit führen würde, wird die die Lö- 
sung darstellende Spektralfunktion explizit aufgestellt. Tautz (Braunschweig). 

Maruhn, K.: Über das Verhalten der Potentialfunktionen im Unendlichen. Ber. 
Math.-Tagung Tübingen 1946, 106—108 (1947). 

Deny, J.: Sur les infinis d’un potentiel. ©. r. Acad. Sci., Paris 224, 524—525 
(1947). 

Die Stellen, an denen das Potential einer positiven Massenbelegung = +00 
wird, bilden offenbar eine @,-Menge. Ist das Potential == 00, so hat diese Menge 
nach H. Cartan [Bull. Soc. math. France 73, 74—106 (1945)] die äußere Kapazität 
Null. Verf. beweist in Beantwortung einer von Cartan ].c. aufgeworfenen Frage, 
daß diese Bedingungen auch hinreichend sind: Man kann zu jeder @,-Menge der 
äußeren Kapazität Null eine positive Massenverteilung angeben, deren Potential auf 
allen Punkten der Menge unendlich und sonst überall endlich ist. Für abgeschlossene 
Mengen dieser Art war der Beweis schon von G.C. Evans erbracht worden [Mh. 
Math. Phys. 43, 419—424 (1936); dies. Zbl. 14, 113] mit dem Zusatz, daß die 
Massenverteilung auf der Menge liegt. Pietsch (Berlin). 

Magnus, W.: Über das Verhalten der Lösungen von Au+u=0 im Unend- 
lichen. Ber. Math.-Tagung Tübingen 1946, 103—104 (1947). 

Olevsky, N. M.: Sur une gen6ralisation d’un problöme de Lam6-Darboux. 
O.r. Acad. Sci. URSS, II. s. 55, 685—688 (1947). 

Zusammenstellung aller dreifach orthogonalen Koordinatensysteme in einem 
dreidimensionalen Raum konstanter Krümmung, in denen sich die verallgemeinerte 
Potentialgleichung Ayu = 0 (A, = zweiter Beltramischer Differentiator) vollständig 
separieren läßt, J. Meixner (Aachen). 

Friedlander, F. 6: On the integrals of a partial differential equation. Proc. 
Cambridge philos. Soc. 43, 348—359 (1947). 
er Er a sich 
ot? 0x2 
als eine Summe von je einer Funktion von x + t und &— t darstellen; diese Partial- 
‚ösungen genügen ihrerseits linearen partiellen Differentialgleichungen erster Ord- 
aung und können dadurch definiert werden, daß sie auf je einer der Charakteristiken 


Die Lösungen der eindimensionalen Wellengleichung 


u 
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konstant sind. Verf. zeigt, daß sich dieser Sachverhalt auf die Lösungen von 
u 

() Im = a + ola)u 

übertragen läßt. Eine Lösung u(x,t) mit auf t= 1, vorgegebenen Randwerten 

u(z,t,), die auf x +t=c= constans für a <x <b konstant ist, ist, falls 

c—b St, Sc—.a ist, in einem von Charakteristiken begrenzten Bereich eindeutig 

bestimmt. Sie kann konstruiert werden mit Hilfe einer zugehörigen Riemannschen 
5 € . Or Ör 

Funktion r(x, y,t) von drei Argumenten, wobei 77; + g(y)r, r symme- 

trisch in 2, y; r(z, ,s—t)=1 für s+ y=x+tund fürs—y=t—x. Man 

kann r in der üblichen Weise durch sukzessive Approximation konstruieren. Not- 

wendige und hinreichende Bedingung für eine Lösung u(x, t) von Gl. (1), welche 

in der oben angegebenen Weise auf einem Segment einer Charakteristik konstant 

sein soll, ist das Bestehen der Beziehung 


% 
cu (z,t ö N; 
(2) er u ul ddy, 
c—t 
fallsc—a st <c—b; 2a—c+t<x <2b—c-+tist. Setzt man E12, 9%, Oi 
k (x, y), so kann man %k konstruieren durch 
oo 
kay)= LS rthay) mit han = ol) 
und 
(z—y)/2 z—-win-—1l 
k, (2, Ne f dw } | 23 km (*— w,z) km ytullae. 
) y+w m=1 
Die Reihe konvergiert gleichmäßig; es ist k (x, x) = g (x)/2 und 


de u i Fane 
(3) ee ST ZER T Se 
Erklärt man den Operator 2, durch 


d T 
la + [ka ni ay, 
a 
so ist 
2r=-f 
= tg, 
falls f{a) = 0 ist. — Jede Lösung von Gl. (1) kann als Summe von zwei Lösungen 
dargestellt werden, deren jede auf je einer Geraden der beiden Charakteristiken- 


scharen konstant ist. Für r ergibt eine von Hadamard entwickelte Methode die 


Funktionalgleichung 
x + „ 


(4) ra, yt +t/)r(, y—t,t”) + rn r (x, 2,0”), (2, y,t') dz; 

y-v 
sie ist anscheinend verschieden von der von Hadamard selber angegebenen; für 
g9(z)=m bzw. g (2) = -._— (n, m sind Konstanten) liefert sie Funktional- 


gleichungen für die modifizierte Besselfunktion /, bzw. für eine hypergeometrische 
Funktion. , W. Magnus (Göttingen). 
Friedländer, F. G.: Simple progressive solutions of the wave equation. Proc. 
Cambridge philos. Soc. 43, 360—373 (1947). 
Verf. beweist: Notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß die Wellen- 
gleichung 
u Mu Mu, Pu 
ar Da Toy | Om 
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eine Lösung u = u, (x, y,z) F(t— f(x, y,z)) besitzt, ist, daß die „Wellenfronten 
f(x, y,z) = constans Dupinsche Zykliden oder eine Ausartung von diesen (E 

Kugel, Kegel, Zylinder oder Torus) sind. Die Dupinschen Zykliden können erzeı 
werden, indem man in zwei zueinander senkrechten Ebenen P und Q mit der Schni 
linie # eine Ellipse E in P mit I als großer Hauptachse konstruiert, zu ihr eine H 
perbel H in @ wählt, so daß deren große Hauptachse ebenfalls auf ! liegt, wobei 
durch die Brennpunkte von E und E durch die Brennpunkte von H geht. Inde 
man nun alle Geraden zieht, die einen beliebigen Punkt von E mit einem beliebig 
Punkt von H verbinden, erhält man als Flächen orthogonal zu diesen Geraden 
Dupinsche Zykliden. — Der Fall, daß u die Gestalt hat | 


| 
Zinn le, y, 2) 8, (t— f(x, y,2)) mit m = S,„-15 


wird ebenfalls näher diskutiert; falls die Summe über m nur endlich viele Glieder 
hat, können die Wellenfronten f = constans wiederum nur Dupinsche Zykliden 
sein. Dagegen hat man bei nicht abbrechender Summe nur die Bedingung 


öf\2 öf\2 öf\2 ü 

Od Ed Ezs | 

für f, und eine gewisse Möglichkeit, die Funktionen 8,, bei gegebenem S, zu über- 
blicken. W. Magnus (Göttingen). 
Karimov, DZ. Ch.: Über periodische Lösungen nichtlinearer Differentialglei- 
chungen vom parabolischen Typus. Doklady Akad. Nauk SSSR, II. s. 56, 119—121 
(1947) [Russisch]. : A 
Weiterführung einer früheren Arbeit [ebd., II. s. 28, 403—406 (1940); dies. 
Zbl. 24, 38]. Es handelt sich um folgende Randwertaufgabe: 


Differentialgleichung: a |?@ n —_ = = P(z,t) + ufle). 


irrt 


Randbedingung: z(0,t) = z(n, t) = 0; z(z,1) = z(z,t + 1). 
Voraussetzungen: Definitionsbereich 9 = (0 Sr Sı0 st<sI); 
P(x) zZ k > Q und zweimal stetig differenzierbar; ® (x, t) periodisch in t mit Periode 1; 


D und OP/0x stetig; außerdem P(x, t) = 5 D,(t) x„ (2), wobei die Reihe rechts ab-- 
n=(0 

solut und gleichmäßig konvergiert und wobei die x,(x) die Eigenfunktionen von. 

” [Po Fr +Ax(x) = 0 für (0) =x(a) = 0; schließlich sei f(z) beschränkt und. 


dx 
f(x) eine Lipschitzfunktion, f(0) = 0, f(2) = f(—z). Satz. Es existiert genau eine 
zweimal stetig differenzierbare Lösung der Randwertaufgabe. — Der Satz war in 
der früheren Arbeit nur für hinreichend kleine Werte des Parameters u bewiesen 
worden. Der Beweis (ohne Einschränkung betr. «) wird durch sukzessive Appro- 
ximation geführt. Haupt (Erlangen). 
Karimov, DZ. Ch.: Über periodische Lösungen niehtlinearer Gleiehungen vierter 
Ordnung. Doklady Akad. Nauk SSSR, II. s. 57, 651—653 (1947) [Russisch]. 
Verf. zeigt mittels sukzessiver Approximation und Benutzung des Arzelaschen 
Satzes, daß sein früheres Resultat über die eindeutige Lösbarkeit der nichtlinearen 


Gleichung 27  (Ok+1)2Z 
EEE TR zur Dix, t) + u f(Z), 
027 | 
Z(0,1) = zrigyiee 0, Z(,0)=Z(e, 1), 
| ie u 08 
AH ie — At Alimi 


zusammen mit gewissen Stetigkeits- und Differenzierbarkeitsbedingungen über die 
Funktionen ® und / sich auch ohne einschränkende Bedingungen über den Para- 
meter u aufrecht erhalten läßt. @. L. Tautz (Braunschweig). 
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Integralgleichungen. Integraltransformationen: 
nee ee Fatih 


Bückner, H.: Lösung von Integralgleichungen. Ber. Math. -Tagung Tübingen 
1946, 56—58 (1947). 

Obrechkoft, N.: Sur les solutions bornees de quelques &quations integrales 
singulieres. C.r. Acad. Sci., Paris 224, 993—995 (1947). 

Der Beweis der folgenden beiden Sätze wird in Aussicht gestellt: Es existiere 


f |o(z)|dx, und es gelte für jedes positive h 


lim Tee on ip.te) )— p,(®— h)|da = 0 


n>o 0 


(2. (2) - [Mm-ı Wa@— Hd, Pla) = xy 


Dann ist jede Lösung der Gleichung f(x) = f pt) f t)dt, die von einem posi- 
tiven x an beschränkt ist, eine Konstante. Ebenfalls sind die durch 


- [» D) On+ı (© +b)dt 


definierten Funktionen gleich ereeN Konstanten, wenn sie sämtlich von einem 
positiven x an unter ein und derselben Schranke liegen. Hieraus kann man z.B. 
schließen, daß die durch 


1 [0,0] 
| ET nr ler Hd, A>0, 
ö 


definierten Funktionen unter der angegebenen Voraussetzung gleich eine bestimm- 
ten Konstanten C sind. Verallgemeinerung auf mehr Dimensionen und beiderseits 
unendliches Intervall ist möglich, desgleichen bei Ersetzung von Integralen durch 
Summen (Stieltjesintegral). Tautz (Braunschweig). 
Collatz, L.: Eigenwertaufgaben bei einer Klasse linearer Integro-Differential- 
gleichungen. Z. angew. Math. Mech. 25/27, 129—130 (1947). 
Gegeben sei eine Integro-Differentialgleichung der Form 


b 
Syl=Mlyl+ er YydezilNiytk[C“HyAd= Ar] 


n 


(M [y) = > fe (z) ya(z), Nil 2, (x) yO(x) (m > n); k gegebener Parameter, 


1 gesuchter re 0 AR G stetig) nebst den m linearen homogenen, von- 

einander linear unabhängigen Randbedingungen U, [y]=0 (n=1,...,m). Wird 

nun eine m-mal stetig differenzierbare, alle Bandbedingungen erfüllende Funktion 

u(x) =E 0 als „‚Vergleichsfunktion“ bezeichnet, dann heißt 1.) © [u](hermitisch) selbst- 
d 


adjungiert, wenn für alle Vergleichsfunktionen u und v [(w M [v]— vM [u])dz = 0 
au F (® &) = F(&, x) und 2.) ®[w] volldefinit, wenn für alle Vergleichsfunktionen 
u fü [7 ö 12 dx > 0 gilt. — Die Eigenwertaufgabe heißt Bojbehad inngiert; wenn ® und, 
7 (hermitisc) selbstadjungiert sind; in diesem Falle ist IK Y,.Dl[y;)dx 
E= f Y% Yıy,de — 0 für A,#4,(Y, Y, Eigenfunktionen zu den Eigenwerten Ay Ar): 


Sind ferner D [u] oder Y[u] volldefinit, so sind die A, reell; sind beide volldefinit, 
so gilt A,> 0. — Die bei Differentialgleichungen bekannten numerischen Ver- 
fahren sind auch hier bequem durchführbar. (Ohne Beweise.) Maruhn (Jena). 
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Pitt, H. R.: On a class of linear integro-differential equations. Proc. Cambridge 
philos. Soc. 43, 153—163 (1947). 


In Fortsetzung einer früheren gleichbetitelten Arbeit, welche die allgemeine | 


Lösung von Integro-Differentialgleichungen der Gestalt 
R oo 
z [Ir (@—yYdk,(y) = 0 
r=0 _o 


zum Gegenstand hatte [Proc. Cambridge philos. Soc. 40, 199—211 (1944)], wird j 
nunmehr die Existenz und Eindeutigkeit der Lösungen der linearen Integro-Diffe- _ 
rentialgleichungen vom Typus 


R oo 
za JS MW N dkty) = (W) 


zum Gegenstand der Untersuchung gemacht. Es wird ein bemerkenswerter Zu- 


sammenhang mit der Abgeschlossenheit und Unabhängigkeit des Funktionen- | 


systems {x” e®n?} aufgedeckt, wobei die ®, Nullstellen von 
R oo 
K(w) = z wo" K,(o), K,(o) = [ er"vdk,(y) 
—oo 


= 


(» = 0 + it) bedeuten. V. Garten (Tübingen). 


Segal, B. I.: Über eine Aufgabe der Wärmeleitung. Akad. Nauk SSSR, Trudy 


mat. Inst. Steklov 20, 65—76 (1947) [Russisch]. 
Durch einen in der x-Achse (in—1<x s + I) gelegenen Faden vom Radius «@ 


wird ein elektrischer Strom konstanter Stärke geleitet. Zu Beginn dieses Prozesses 


(zur Zeit t = 0) besitze der Faden und das umgebende Medium die Temperatur Null, 
die an den Enden des Fadens beständig aufrecht erhalten wird. Die Ableitung der 
Wärme in das umgebende Medium soll nur in den Ebenen senkrecht zur Fadenachse 
vor sich gehen, (ohne sonstigen Wärmeaustausch im umgebenden Medium). Es 
bedeute 7 die Temperatur, die eine Funktion von x, von der Zeit t und des Abstan- 
des r eines Raumpunktes von der Fadenachse ist. Esist — 1 sr SI;r Za;t Z0 
Bedeutet «(z, t) eine zur Temperatur in der Fadenachse proportionale Größe (wobei 
zur Vereinfachung angenommen wird, daß in jedem Fadenquerschnitt die Tempe- 
ratur denselben Wert hat wie im Mittelpunkt des Querschnittes), so ergibt sich unter 
Heranziehung eines Ergebnisses von S. Goldstein [dies. Zbl. 5, 228; s. a. H.S. 
Carlslaw und J. G. Jaeger, Philos. Magazine, London VII. s. 26, 437—459 (1938); 
dies. Zbl.19, 349] für u(x, t) die Integrodifferentialgleichung 
t 


Day. DU Surf ou 
u | KU-HgE—1, (1) 
Ö 
worin k, und A positive Konstanten sind, 
© 
Dow 4 ckor do 
Ki | Mao)r rien) o ” 


ist (k, ist eine positive Konstante; J, bzw. Y, sind die Besselsche bzw. Neumannsche 
Funktion der Ordnung Null), und wobei die Randbedingungen lauten: «(l, t) = 
= u(—1,t) = 0 für t 20; u(z, 0) = 0 für —1<x SI. Diese Integrodifferential- 
gleichung wird näherungsweise für kleine Werte von i gelöst, indem sie auf eine 
Folge gewöhnlicher Differentialgleichungen zweiter Ordnung zurückgeführt wird, 
welche sich zu den Zeiten „= nAt(n = 0,1,2,...;At ist so klein, daß sich « 
während der Zeit At praktisch nicht ändert) für die Abhängikeit der Funktionen 
u,(x) =u(z,t,) von x u Hierzu werden die Integrale 
n-g+2 
i, = const. J Kt, —-Hdfürg=12%...,n 


In=g+1 


. 
” 
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näherungsweise berechnet. Dabei wird gezeigt, daß die Lösung‘der Aufgabe nur 
noch von einem wesentlichen Parameter abhängt. Ein numerisches Beispiel wird 
in allen Einzelheiten durchgerechnet. Schließlich wird vermerkt, daß das mitge- 
teilte Verfahren auch zur Berechnung des Abkühlungsvorganges nach Abschalten 
des Stromes benutzt werden kann. W. Magnus (Göttingen). 

Ditkin, V. A.: Lösung einer Aufgabe der Wärmeleitung mit der Methode der 
Operationen. Akad. Nauk SSSR, Trudy mat. Inst. Steklov 20, 77—86 (1947) [Rus- 
sisch ]. 

Die von B.I. Segal behandelte Integrodifferentialgleichung [vgl. (1) und (2) 
des vorsteh. Referates] läßt sich direkt lösen. Mit Hilfe der vom Verf. abgeleiteten 
Formel 


oo 
so=- | .b Agaitgnile 
"3. Koladıh Palas) TTelprrik gt] 
an H®(aiYp/k) 1 
Vi, HOW (aiVpik) iVp 
(wobei HW bzw. HU) die erste Hankelsche Funktion der Ordnung Null bzw. Eins ist; 
für die übrigen Bezeichnungen vgl. das vorsteh. Referat) ergibt sich 


um) = [PR HAWENdE 


mit 
Tip nee «4 Denn 
o(z,&)=1+ \S (-1)* [ort er ze ER + erfe u un 

n=1 2 Yk, € 2 y kı & 

und 
| 1 c+i400 2 
ui See -(2/n)p S(p)E+ pt 9 EP 
c—inox 


(worin c eine positive reelle Konstante ist). Die numerische Auswertung ergibt sich 
mit Hilfe von Näherungsformeln für die Integranden, Deformation des Integrations- 
weges und Tabellierung von Real- und Imaginärteil der Funktion s H (s)/HW(s) 
für reelle positive Werte von s. W. Magnus (Göttingen). 

eDoetsch, G.: Tabellen zur Laplace-Transformation und Anleitung zum Gebrauch. 
VIII, 185 S., 9 Fig. Berlin, Göttingen: Springer 1947 (‚Die Grundlehren der 
Math. Wissenschaften in Einzeldarstellungen‘‘, Bd. 54). 

Verf. hatte in dem Vorwort zu seinem bekannten Werke: Theorie und Anwen- 
dung der Laplace-Transformation (L.-T.), Berlin 1937 (dies. Zbl. 18, 129) ein zweites 
Buch versprochen, das, dem Gebrauche funktionaler Umwandlungen bei technischen 
Rand- und Anfangswerts-Aufgaben gewidmet, ganz auf die Denk- und Vorstellungs- 
weise des Ingenieurs zugeschnitten sein sollte. Dieses zweite Buch, soeben erschienen, 
ist das hier zu besprechende. Um sich seines Hauptinhaltes, der Tafeln, bedienen 
zu können, muß der Benutzer mit einigen Eigenschaften der L.-T. und ihren grund- 
legenden Rechenregeln vertraut sein; sie kommen im ersten Teil des Werkes zur 
Sprache. Verf. lehrt darin auch die Anwendung der L.-T. auf gewöhnliche und 
partielle Differentialgleichungen und klärt die Praktiker über das Verhältnis der . 
L.-T. zu ihren Hilfsmitteln auf, dem ‚‚funktionentheoretischen Verfahren‘ und der 
„Heaviside-Rechnung“. Die den zweiten Teil bildenden Tafeln sind mit 800 Ent- 
sprechungen die umfangreichsten ihrer Art. Sie unterscheiden sich von den bisher 
zusammengestellten dadurch, daß sie nach „Unterfunktionen“ (den Bildern) ge- 
ordnet sind; bei der Lösung von Differentialgleichungen, dem Hauptanwendungs- 
gebiete des Verfahrens, hat man ja immer zu einer Unterfunktion die Oberfunktion 
zu suchen. Ein beigegebenes zweckmäßiges Verzeichnis der Oberfunktionen macht 


ae 
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auch das Umgekehrte leicht möglich. Der erste Abschnitt der Tafeln gilt den „Ope- 
rationen‘“, also der Abbildung rechnerischer Schritte an einer willkürlichen Funktion. 
Der zweite Abschnitt besteht aus ‚‚Korrespondenzen‘“, gibt also zu bestimmten 
Unterfunktionen die Oberfunktionen an. Die Liste der Unterfunktionen ist nach | 
folgenden Klassen geordnet: Rationale, irrationale, logarithmische, zyklometrische | 
und Area-Funktionen, Exponential-, Kreis- und Hyperbelfunktionen, Gamma- 
funktionen, Integralfunktionen (wie Integrallogarithmus, Integralsinus und 
-cosinus), konfluente hypergeometrische, Zylinder- und Kugelfunktionen, elliptische 
Integrale, Thetas, Sonstiges, hypergeometrische und andere Reihen. — Das Buch 
wird sich dem Mathematiker, Physiker und Ingenieur in gleichem Maße als nützlich - 
erweisen. — Von seinem Äußeren ist zu sagen, daß der Satz, obwohl behelfsmäßig, an 
Lesbarkeit nichts zu wünschen übrig läßt. Koschmieder (Graz). 

Parodi, M.: Sur deux applieations de la transformation de Laplace. ©. r. Acad. 
Sci., Paris 224, 996—998 (1947). 

Durch rein formale Laplace-Transformation, bzw. ihre Umkehrung wird gezeigt, 


daß 1. wenn [ Ka)fc+Yde= g(t) sich gemäß f(t) = f K(z) g "(x + t)dz um- 
Ö ö 


kehren läßt: K(x) = (—1) 


— ist, 2. wenn zwei Funktionen in bezug auf eine 
r(;) 
2 


singuläre Integraltransformation entlang (0,00) mit einem Kern K(x, t) von der 


Laplace-Transformierten y”+!(p) e?r®) reziprok sind, K(x,t)— 1? x 2 J,(2 Yet) Ä 
sein muß. Szentmärtony (Budapest). = 


Beurling, A.: Sur la eomposition d’une fonetion sommable et d’une fonetion — 
bornee. C.r. Acad. Sci., Paris 225, 274—275 (1947). 1 

Es wird eine unter einer Zusatzbedingung notwendige und hinreichende Be- 
dingung dafür gegeben, daß eine integrable Funktion K mit einer beschränkten 
meßbaren Funktion @ und mit einer beschränkten stetigen Funktion y die Gleichung 


+00 
y(x) =/ K(y) p(x— y)dy 


erfüllt. Zur Formulierung der Bedingung wird u.a. die Fourier-Transformation 
herangezogen. Anschließend wird ein Satz über die Integrabilität und die Fourier- - 
Plancherel-Transformation des obigen Integrals abgeleitet. Th. Kaluza jr. 

Beurling, A.: Sur une elasse de fonetions presque- periodiques. ©. r. Acad. 
Sci., Paris 225, 326—328 (1947). 

K (x) sei integrabel und die Fourier-Transformierte k(t) von K(x) sei # 0 mit 
Ausnahme von höchstens abzählbar vielen Stellen A,, die sich überdies im Endlichen 
nicht häufen dürfen. Dann ist die Menge der beschränkten und gleichmäßig stetigen 
Lösungen der Integralgleichung 


+ 00 
i J[ King(e— y)dy = 0 


identisch mit der Klasse derjenigen fastperiodischen Funktionen, deren Fourier- 
exponenten Teilmengen von {A,} bilden. Th. Kaluza jr. (Braunschweig). 

Edmonds, 8. M.: The Parseval formulae for monotonie fune/ions. I. Proc. 
Cambridge philos. Soc. 43, 289—306 (1947). 


Unter dem Fourierschen Cosinus- und Sinusbilde einer Funktion f(t) — der 
Dingfunktion — versteht man die Funktionen 
’2 ! 7 fh 
(1) 2.) = Ki: | fit) cos wtdt, (2) F,(«) = | = Io sin tdi 
: 4 


0 
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(die Grenzen sind hier und später, soweit nötig, in leichtverständlicher Schreib- 
weise durch — 0, > oo zu ersetzen). Die Bilder zweier Funktionen f(t), g(t) sind 
mit diesen durch die Parsevalschen Formeln 


8 I rm6tede- | twond MI Flda@dr- | How 
0] 


verknüpft, über die bei Dingfunktionen der Klasse Z? klassische Sätze von Plan- 
cherel vorliegen. Bei abbildbaren Funktionen anderer Art kann man so runde 
Ergebnisse nicht erwarten; gleichwohl liegt die Frage nach der Gültigkeit von (3) 
und (4) bei Funktionen zweier anderer Klassen nahe: 1. solchen, die über (0, 00) 
integrierbar sind [zur Antwort vgl. Titehmarsh, Introduction to the theory of 
Fourier integrals. Oxford 1937 (dies. Zbl. 17, 404), Chapter II]; 2. solchen, die in 
(0, ©0) abnehmen — nullstrebig bei t — oo —, und über jedes endliche Gebiet (0, T') 
integrierbar sind. Die Klasse 2. untersucht Verf. hier. Der auf sie bezügliche ein- 
fachste Satz, von ihm vor einigen Jahren aufgestellt [Proc. Cambridge philos. Soc. 
38, 1—19 (1942)], besagt, daß, wenn f(t) g(t) zu L(0, 00) gehört, 


S F,(x) 6, («) da = | ft) g(t)dt, J F,(<)@ ‚(x)dx = ii fi) gl)dt 


ist. Allgemein stellt Verf. die Frage so: Zwei Funktionen in (3), (4), die nicht gegen- 
seitige Bilder sind, nehmen in (0, 00) zu 0 ab, und die übrigen seien als ihre Bilder 
erklärt. Eine Seite der Formeln (3), (4) sei vorhanden; reicht das hin, um auch 
das Vorhandensein ihrer anderen Seite und die Gültigkeit von (3) und (4) zu sichern ? 
Antwort bejahend, abgesehen von einem die Cosinusbilder betreffenden, zweifelhaft 
bleibenden Falle*). Die Sätze des Verf. zerfallen in drei Gruppen: I. Solche, bei 
denen die Bilder positiv sind; das trifft (vgl. Titchmarsh a. a. O.) auf F,(x) und 
bei konvexen f(t) auf F,(x) zu. Beispiel: Es gilt (4). — II. Solche, bei denen die 
Bilder veränderlichen Zeichens sind. Hier begegnet der Fall); immerhin gilt der 
' Satz, daß, wenn f(t)g(t) zu L(1,00), aber nicht zu Z(0, 1) gehört, 


[ Fi) Ze 
0 


ist — III. Solche, die sich nicht ausschließlich auf einsinnige Funktionen beziehen. 
Koschmieder (Graz). 
Ghosh, P.K.: On (C, 1)-convergent integrals and their applieation to mathema- 
tical physies. Bull. Caleutta math. Soc. 39, 19—29 (1947). 


Wenn die Funktion F(x) = fr dE (©, 1)-limitierbar ist, also 
0 


: 1 
lim = [rin = 4 
0 


0 —>009 
existiert (vgl. E. C: Titehmarsh, Introd. to the Theory of Fourier Integrals; dies. 
- Zbl. 17, 404), so bezeichnet Verf. das Integral [ f(x) dx als (C, 1)-konvergent mit 
0 


oo 
dem Wert J, und schreibt J = [ f(x) dx. Dieser Konvergenzbegriff wird für den 
Fall, daß 1) = fl; 0, .Bus » nach von Parametern abhängt, zum Gegenstand 
einer besonderen Untersuchung gemacht, und zwar hinsichtlich Stetigkeit, Differen- 
zierbarkeit und Integrierbarkeit von J = J(a, ß, . ...). — Als Anwendung gewinnt 
- Verf. zunächst eine trickfreie Begründung der Rutherfordschen Streuformel für 
korpuskulare Strahlung (Lösung der Gleichung Ay + {k?— U (r)} = 0 durch y mit 
vorgeschriebenem asymptotischen Verhalten); der konvergenzerzeugende Faktor, 
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den G. Wentzel [Z. Physik 40, 590—593 (1927)] zur Erzwingung der Konver- 
genz gewisser uneigentlicher Integrale einführte, erweist sich als überflüssig. — Eine 

weitere Anwendung betrifft den Durchgang schneller Teilchen durch Materie. | 
Die Untersuchungen von H. Bethe [Ann. Physik 5, 325—400 (1930)] hierzu werden 


u 


auf eine mathematisch einwandfreie Basis gestellt. R. Schmidt (München). | 
Verblunsky, $.: On the initial moments of a bounded funetion. Proc. Cambridge 
philos. Soc. 43, 275—279 (1947). 1 


Achy£ser und Krein behandelten [Commun. Soc. math. Kharkoff, IV.s. 12, 
13—35 (1935); dies. Zbl. 13, 109] die Frage, wann die gegebenen Zahlen 3, 
(h = 0,1,...,n—1) als die ersten n Momente einer beschränkten Funktion auf- 
gefaßt werden können. Ihre Ergebnisse weiterführend, beweist Verf. folgende 
Sätze: I. (1) Ist f(&) in (0, 00) integrierbar und 0 sf sI1, so gibt es eine nicht 


abnehmende Funktion A(x) der Art, daß i 
\ 
= r3 (ie) d fa | 
el d=|1, IEZZ <oo und (**) pe — 2 SEE 
ö ö ö ö 


woö{=&-+inundn > 0. — (2) Ist f(x) = 0 für x > a, so bleibt A(x) dort fest. — 
(3) Nimmt A(x) in (0, 00) nicht ab und gilt (*), dann gibt es eine über (0, ©o) inte- 
grierbare, zwischen 0 und 1 beschlossene Funktion, die (**) befriedigt. — (4) Bleibt 
)(x) für x >a fest, so ist dort f(x) = 0. II. Sind n Zahlen s, gegeben, so erkläre 
man n + 1 Zahlen r, durch den Ansatz 


a bedeute eine positive Zahl oder oo. Zum Vorhandensein einer zwischen 0 und 1 

beschlossenen Funktion f(x), deren auf (N, a) bezogene erste n Momente die Zahlen s, - 

sind, ist nötig und reicht hin, daß es eine nichtnegative Funktion A(x) gebe, die 
a 


f «* d), = r, macht. — Bei endlichem a > 0 ist das Ergebnis im wesentlichen das- 
0 


selbe wie das von Achye&ser und Krein, mit @ = 00 aber neu. Koschmieder. 


Funktionalanalysis. Abstrakte Räume: 


Appert, A.: Ecart partiellement ordonn6 et uniformite. C. r. Acad. Sei., Paris 
224, 442—444 (1947). 

Fröchet [Portugaliae Math. 5, 1—10 (1946)] hat den Begriff der numerischen 
Metrik so verallgemeinert, daß die Abstandsfunktion ö (a, b) Werte aus einer ge- 
ordneten abstrakten Menge S$ annimmt. Verf. geht noch weiter, indem er sogar 
nur teilweise geordnete Mengen S zuläßt. Die Abstandsfunktion wird acht 
Axiomen unterworfen; diese sind analog zu denjenigen, die Verf. früher [C. r. Acad. 
Sci., Paris 222, 986—988 (1946)] für Räume von „gleichmäßiger Struktur‘ im Sinne 
von A. Weil gegeben hat. bela v. Sz. Nagy (Szeged). 

Doss, R.: On eontinuous funetions in uniform spaces. Ann. Math., Princeton 
II.s. 48, 843—844 (1947). 

Erreicht in einem separierten uniformen Raum E im Sinn von A. Weil 
[ Actual. sei. industr. 551 (1939); dies. Zbl. 19, 186] jede stetige Funktion ihre obere 
Grenze, so ist E prekompakt, d.h. die vollständige Hülle von E ist kompakt. 
Ist E umgekehrt in jeder mit der Topologie verträglichen uniformen Struktur pre- 
kompakt (es wird vorausgesetzt, daß es wenigstens eine solche Struktur gibt), so 
nimmt jede in E stetige Funktion ihre obere Grenze an. @. Köthe (Mainz). 
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Sobolev, V. I.: Über inverse Elemente in halbgeordneten Ringen. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, II.s. 56, 237—239 (1947) [Russisch]. 

X sei ein halbgeordneter Ring, d.h. ein halbgeordneter linearer Raum vom 
Typus X5 [vgl. L.Kantorovitch, Rec. math. Moscou, N.s. 2, 121—168 (1937), dies. 
Zbl. 16, 405], der zugleich ein kommutativer Ring mit Einselement e ist, in dem für 
x =# 0 stets =? > Oist, aux >0, y>0 stets xy > Ofolgt, aus x > Oinf(z, e) > 0 
folgt und für jede beschränkte Folge ©, <x,;, für alle y sup (x, y) = (sup &,) y 


n 

gilt. Verf. zeigt, daß aus x, — x, y„ — y stets lim x, y, = x y folgt. Durch Über- 
tragung von Überlegungen aus der Spektraltheorie wird ferner bewiesen, daß c— x e 
dann und nur dann eine beschränkte Reziproke y [d.h.ein y mit |y| <M e mit 
(<—xe)y=e] besitzt, wenn x ein Konstanzpunkt der Spektralschar e, von x ist 
[zur Existenz der Spektralschar vgl. A. Freudenthal, Proc. Akad. Wetensch. 
Amsterdam 39, 641—651 (1936); dies. Zbl. 14, 313]. Speziell hat x dann und nur 
dann eine beschränkte Reziproke, wenn |®| >xe für ein x > 0 ist. Schließlich 
folgt aus «,— x und der Existenz von x,! und x-1, daß auch @,'— x-1. @. Köthe. 

Pinsker, A. @.: Completely linear funetionals in k-spaces. CO. r. Acad. Sci. 
URSS, II.s. 55, 299—302 (1947). 

Soit # un espace de Riesz coherent, e’est-A-dire un espace vectoriel ordonne 
reticule dans lequel tout ensemble major& possede une borne superieure. L’au. 
definit dans un tel espace les notions de limites sup£erieure et inferieure d’une suite 
transfinie (ayant comme ensemble d’indices un ensemble bien ordonne quelconque), 
et par cons@quent la notion de limite d’une telle suite; une fonctionnelle f definie 
dans E et additive, est dite completement lineaire si lim f(x.) = f(lim x) pour 
toute suite transfinie convergente (x;), lineaire si cette relation a lieu seulement 
pour les suites convergentes denombrables. L’auteur donne un exemple de fonc- 
tionnelle lineaire qui n’est pas completement lin&aire, puis enonce sans demon- 
stration un certain nombre de r&sultats sur les fonctionnelles completement lin&aires 
et des fonctionnelles qui les generalisent (pouvant prendre des valeurs infinies); il 
examine entre autres la question de l’existence, pour tout x,9+ 0 dans E, d’une 
fonetionnelle completement lineaire (striete ou gen£ralisde) telle que f(x,) # 0. 

J. Dieudonne (Nancy). 

Pinsker, A. 6.: On eonerete representations of linear semi-ordered spaces. C.r. 
Acad. Sci. URSS, II. s. 55, 379—381 (1947). 

Soit E un espace de Riesz coh£rent (voir le pr&c&dent Re£f.). L’au. annonce 
sans d&monstration qu’un tel espace # est isomorphe & un sous-espace de l’espace 
des fonctions mesurables (pour une mesure de Radon) definies dans un espace 
localement compact convenable. Il en deduit la forme gen6rale des fonctionnelles 
completement lin&aires (voir le pr&cedent Ref.) sur #. J. Dieudonne (Nancy). 

Grunblum, M. M.: Sur la theorie des syst&ömes biorthogonaux. C.r. Acad. Sci. 
URSS, I. s. 55, 287—290 (1947). 

In jedem separablen Banachraum E existiert ein Biorthogonalsystem x, #,, 
F,(x;) = ö,,, so daß 1.) die Folge x, vollständig in ist (d. h. die lineare abgeschlos- 
sene Hülle aller x, ist E), 2.) die Folge der Funktionale F, in # total ist (d.h. aus 
F,(&) > für alle ı folgt x = 0). Ist E regulär, so können die F, als in E voll- 


oo 
ständig angenommen werden. Die Elemente x€ E, für die $ F,(x)x, konvergiert, 
7 n i=1 j S 
bilden bezüglich der Norm || x |], = sup || & F,(x) x, || einen vollständigen Raum € 
4 n 1 n 
mit der Basis ,. Mit derselben Norm bilden alle «€ E mit || & || = sup || EF,(&) ®; || 
n 1 


< oo einen metrischen Raum 6*D €, der vollständig ist, wenn die F, in # voll- 


ständig sind. Dann und nur dann, wenn & = 6* ist, sind die x, eine Basis von E. 
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Bilden die durch y,(x) = F,(x) für alle x € &* erklärten Linearfunktionen aus &* 
dort ein vollständiges System, so sind die x, eine Basis von E. Auch wenn E regulär 


| | 


ist, bilden die x, eine Basis von E. Weitere Kriterien für die Basiseigenschaft der x, 
@. Köthe (Mainz). 
Köthe, 6.: Die Quotientenräume eines linearen vollkommenen Raumes. Math. Z. 
51, 17—35 (1947). 


L’au. poursuit l’&tude des espaces vectoriels topologiques qu’il a appeles „voll- | 
kommene Räume“, et qu’il a dejä consideres dans plusieurs travaux anterieurs 
[ef. une bibliograpbie dans Math. Ann., Berlin 116, 719—732 (1939); ce Zbl. 21, 324]. 


Il a defini entre autres sur un tel espace E trois topologies (en general distinetes) 
dites m-, s- et k-topologie, et pour lesquelles le dual de E (espace des formes lineaires | 
continues) est le m&me. Dans le present travail, ’auteur considere, sur un espace 


quotient E/H de E par un sous-espace ferme, les topologies quotients des trois | 


topologies precedentes et le dual de #/H muni de ces topologies; il &tend ainsi- 
A la s- et la ktopologie des r6sultats dejä d&montres pour la m-topologie par le 


rapporteur [Ann. Ecole norm., III. s. 59, 107—139 (1942); ce Zbl. 27, 321]. 1 | 


etudie ensuite les homomorphismes de E dans un espace analogue F, pour les trois 
topologies Pröcitöen, et caracterise un tel homomorphisme u au moyen de proprietes 
de son transpos& u’, €tendant encore ici & la s- et la k-topologie des r&sultats du 
rapporteur (loc. eit. ); sur la m-topologie. Enfin, l’auteur donne un interessant exemple 


d’un espace vectoriel topologique complet E, tel qu’il existe un sous- -espace ferme l 


H dans E pour lequel l’espace quotient E/H n’est pas complet. Le m&öme exemple 
montre que l’image de # par un homomorphisme de E dans un autre espace complet 
F n’est pas necessairement ferm& dans F. J. Dieudonne (Nancy). 


t 
| 


Köthe, G.: Zusammenhänge zwischen der Funktionentheorie und der Theorie der ’ 


Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten. Ber. Math.-Tagung Tübingen 1946, 
92—94 (1947). 


Smith, R. €. T.: The approximate solution of equations in infinitely many 
unknowns. Quart. J. SRBR: (Oxford Ser.) 18, 25—52 (1947). 


Es sei (1) u — iz kup % = 0 ein unendliches Gleichungssystem mit hermi- 


» 


- meer 


tescher vollstetiger Ta die überdies der Bedingung lim ss 55 kr? =0 


m>ooa=1lß=-m+l 


m: 


genügt. Diese Bedingung ist etwas schwächer als I, [kun]? = D- EI A, die # 


— 


‚ 4 
Eigenwerte von (1). Es wird ein Nüherungsverfahren für die ersten m Eigenwerte 


entwickelt. Die Lösungen des inhomogenen Systems (1) mit rechten Seiten e, er- 


p oo [e°} 
geben sich für |A/A,| <1 bekanntlich in der Form x, = = CH & Pr = a x, 


. oo 
wo (kV) die n-te Potenz der Matrix (kxg) ist. Das System ,—A 5 Kup & 
mr 
gr 


=A 3 kn, a=m+1,m-+9,..., wird auf diesem W eg gelöst, die x, ergeben 


sich als Reihe ‚n in A. Einsetzen dieser Werte in die ersten m Gleichungen (1) ergeben 


oo 


m 
diese in der Form (2) x, — =, rap Xp — A = kyg%;=0. Für die ersten m Eigen- 
f= 1 


werte Aj....,A,, von (1) gilt dann die folgende Abschätzung, wobei A” die Eigen- 


ö m 
werte des Abschnittssystems (3) A Sk; =0,a=1,...,m sind: 
B=1 


vba r’/t 
(4) 1— (HKa)a= rl EA Tr ee aa rg 
Am A u _ {m a, „* (Tao)amar tl Tr ltojan m f 
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Dabei sind die r\ „die Koeffizienten des auf die Eigenvektoren von (3) transformierten 
Systems (2) y. (1 — A”) — B3 rBp=0l(ka=l,..„m),r = 5 VERA KON, 
sind Abenfälla durch (3) Perere Die Methode läßt sich auf re: der Form 
+ ’ > h2g 5 —/ : > kx5% = 0 ausdehnen, wenn (h.;) dieselben Vorausset- 


zungen wie (k,;) erfüllt und (ö.5 + Ass) überdies positiv definit ist. In der 
Praxis genügt statt (4) meist die einfachere Abschätzung ERS ee. 
Für (r&2);_ ;” werden verschiedene Approximationen entwickelt. Ein von D.M.A. . 


Leggett [Proc. R. Soc., London A 162, 62—83 (1937)] behandeltes Elastizitäts- 
problem wird nach dieser Methode in allen Einzelheiten durchgerechnet. @. Köthe. 

Michlin, $. @.: Über die Lösbarkeit linearer Gleichungen im Hilbertschen 
Raume. Doklady Akad. Nauk SSSR, II. s. 57, 11—12 (1947) [Russisch]. 

Soit 4 un operateur ferm& defini dans un sous-espace vectoriel D, partout 
dense dans un espace de Hilbert H, 4* l’operateur adjoint de A. Pour que 
l’equation Ap —= fadmeite une solution, il est immediat qu’une condition n6cessaire 
est que f soit orthogonal au sous-espace des solutions de l’&quation A* y = 0. L’au- 
teur montre que cette condition est suffisante lorsqu’il existe un operateur borne M 
et un operateur completement continu t, definis dans H, et tels ue MAo=9-+ ty. 

u J. Dieudonne (Nancy). 

Ditkin, V. A.: Über die Vollständigkeit eines Funktionensystems. Doklady Akad. 
Nauk SSSR, II. s. 56, 899—902 (1947) [Russisch]. 

Verf. gibt eine Anwendung von in einer früheren Arbeit abgeleiteten Formeln 
[Dokladv Akad. Nauk SSSR, Il. s. 56, 779—782 (1937)] zum Beweis des folgenden 
Satzes: Notwendig und hinreichend dafür, daß das Funktionssystem f(x + A) im 
Hilbertschen Raum L}, (n >1) abgeschlossen ist, ist, daß kein Punkt &, mit der 
Eigenschaft existiert, daß in einer beliebigen Umgebung die Integralfunktion 


h . f(&) ipE& 
l = En & Kay 
(&) | (14 iz)" Ä % 
von der Gestalt F($)=e*(aa+ta7&+...+.a, E&*) ist. W. Hahn (Berlin). 


Nikodym, O0. M.: Sur les tribus des sous-espaces d’un espace de Hilbert-Hermite. 
C. r. Acad. Sci., Paris 224, 522—524 (1947). 

Unter einem „Stamm“ (tribu) von Unterräumen eines Hilbertschen Raumes 4 
wird eine Menge (T) von Unterräumen verstanden, die folgenden Annahmen genügt: 
Wenna,b &e(T), dann gilt 1° H—a €(T),2°a+b e(T), 3° ausa - b= Ofolgta | b. 
Falls 2° auch für abzählbare, bzw. beliebige Summen besteht, dann heißt (7) ab- 
zählbar, bzw. vollständig additiv. — Es werden Maßbegriffe über solche ‚Stämme‘ 
besprochen. Bela v. Sz. Nagy (Szeged). 

Nikodym, 0. M.: Tribus et lieux attaches ä une elasse ordonn6e de sous-espaces 
d’un espace de Hilbert-Hermite. C. r. Acad. Sci., Paris 224, 628—630 (1947). 

Fortsetzung der eben besprochenen Note. Mit Hilfe des Begriffes der „Stämme“ 
läßt sich u.a. auch die Multiplizität des kontinuierlichen Spektrums einer selbst- 
adjungierten Transformation interpretieren. Bela v. Sz. Nagy (Szeged). 

Nikodym, 0. M.: Systöme general de eoordonndes dans un espace separable de 
Hilbert-Hermite. ©. r. Acad. Sci., Paris 224, 778—780 (1947). 

Diese Note ist die Fortsetzung der beiden eben besprochenen. Es wird ein 
Integralbegriff für Funktionen von Unterräumen des Hilbertschen Raumes ein- 
geführt, die Vektoren des Raumes als Werte annehmen. Mit Hilfe solcher Integrale 
lassen sich die Projektionen eines festen Vektors auf Unterräume eines gegebenen 
„Stammes“ ausdrücken. Bela v. Sz. Nagy (Szeged). 

4%* 


” 


“ 


Marrot, R.: Extension d’un th6or&me de Toeplitz. C.r. Acad. Sei., Paris 224, 
1469 (1947). 

Für beliebige auch nichtseparable Hilbertsche Räume wird bewiesen, daß ein 
linearer abgeschlossener Operator A dann und nur dann eine beschränkte Inverse 
besitzt, wenn n(A A*) und n(4* A) beide > 0 sind. @G. Köthe (Mainz). 

Dixmier, J.: Proprist6s g6omötriques des domaines d’existence des op6rateurs 
linsaires ferm6s de VPespace de Hilbert. C.r. Acad. Sei., Paris 224, 180—181 (1947). 

D sei der Definitionsbereich eines linearen abgeschlossenen Operators des Hil- 
‚ bertschen Raumes. Ein linearer abgeschlossener Teilraum N der Dimension oo 

heißt Kern von D, wenn NCD. N heißt maximaler Kern von D, wenn kein 
Kern N'’I N existiert mit unendlichdimensionalem N’— N. Die möglichen D zer- 
fallen in Klassen: 1. D abgeschlossen, Dimension 00; 2a. D hat einen Kern, aber 
keinen maximalen; 2b. D ist nicht abgeschlossen, hat einen maximalen Kern; 
3n. D hat keinen Kern, ist n-dimensional, n — 1,2,...,00. Diese Einteilung wird 
in Verbindung gebracht mit dem Satz des Ref. (Math. Z. 41, 153—162 (1936); dies. 
Zbl.13, 405], daß jedes D eine Basis a, hat, i— 1,2... Weiter wird untersucht, 
wann Vereinigung und Durchschnitt von Definitionsbereichen wieder Definitions- 
bereiche von bestimmter Klasse sind. Jedes D läßt sich in der Form (V, + P3,) 
a (Vz + V,) schreiben, V,‚ linear abgeschlossen. Verschärfungen früherer Sätze von 
von Neumann [J. reine angew. Math. 161, 208—236 (1929)] und Neumark [C.r. 
Acad. Sei. URSS, II. s. 28, 207—208 (1940) ; dies. Zbl. 23, 396] über die Pathologie un- 
beschränkter Operatoren ergeben sich in einfacher Weise aus diesen Betrach- 
tungen, z. B. die Existenz eines Operators A, so daß A® und A*? die Definitions- 
bereiche 0 haben. Ohne Beweise. @. Köthe (Mainz). 


Dixmier, J.: Definition des eperateurs lin&aires de l’espace d’Hilbert par leurs 
domaines d’existence et des valeurs. C.r. Acad. Sei., Paris 224, 255—257 (1947). & 

In einer früheren Note [C. r. Acad. Sei., Paris 223, 971-472 (1946)] führte 
Verf. lineare Operatoren vom Typd. e. im Hilbertschen Raum H ein, das sind solche, 
deren Graphen Existenzbereiche von linearen abgeschlossenen Operatoren sind. Ist A 
ein linearer abgeschlossener eineindeutiger Operator mit Definitionsbereich D, 
und Wertbereich A „, beide in Z7 dicht, so hat A die Form B’ B-1, B und B’ einein- 
deutig, abgeschlossen und beschränkt, D,= Dpy=H, A,=D,Ap=4,. Es 
wird umgekehrt die Frage untersucht, wann zu zwei in H dichten Existenzbereichen 
D und D’ eineindeutige abgeschlossene A mit D, = D,A,= D' existieren. Verf. 
bildet die Menge aller dA = B’ B, Bund B’ beschränkt, eineindeutig und abgeschlos- 
sen, D;=Dy = H, A,„= D, Ay» = D' und untersucht, wann unter diesen A, die 
alle vom Typ d.e. sind, linear abgeschlossene bzw. beschränkte vorkommen. Die 
in einer weiteren Note (s. vorsteh. Referat) eingeführte Einteilung der Existenz- 
bereiche wird dabei wesentlich benützt. @. Köthe (Mainz). [ 

Rellich, F.: Der Eindeutigkeitssatz für die Lösungen der quantenmeechanisehen 
Vertauschungsrelationen. Nachr. Akad. Wiss. Göttingen, math.-physik. Kl., math.- 
physik.-chem. Abt., 1946, 107—115 (1947). 

Es wird zum erstenmal eine mathematisch völlig befriedigende Behandlung 
der quantenmechanischen Vertauschungsrelation PQ—QP=hji gegeben: Ein 
linearer Operator A des Hilbertschen Raumes $ heißt Hermitesch, wenn (v, Au) — 
(Av, u) für alle a, » seines in 9 dichten Definitionsbereiches D_, gilt. A heißt zer- 
legbar in ®, wenn es eine Spektraischar E„, — 00 < u <oo, gibt, so daß für jedes 
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oo . 
ve 9 stets (2, — E,) vin D liegt und A u — [u dE,„u für jedes u in D gilt. Es seien 
—00 
I. P und Q Hermitesche Operatoren in einem in $ dichten Teilraum D mit Werte- 
bereichen ın ®, 2. sei PQ—QP = (h/i) I (I der identische Operator in DD), h>0, 
3. sei P? + Q* in D zerlegbar. Unter diesen Voraussetzungen zerfällt 9 in höchstens 
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abzählbar viele paarweise orthogonale Teilräume, von denen jeder durch ein nor- 
miertes Orthogonalsystem y,, y)--- aus D aufgespannt wird, für das gilt 


a — ee 2. 
Pyn = +V# (Yn Uni — Vn Fr lm+ı); Qun = Varay-ı +4 Yn+ I yn+ ı) 
DD en. 
Ist das System der P,Q@ irreduzibel, d. h. gibt es keinen abgeschlossenen Teilraum 
9’ von 9, so daß die Vor. 1. bis 3. erfüllt bleiben, wenn man 9’ an Stelle von 9 und 
einen Teilraum D’ von 9’ an Stelle von ® nimmt, so gilt der Eindeutigkeitssatz: 
It PQinSüc d ein anderes irreduzibles Paar, das 1. bis 3. erfüllt, dann gibt 
es einen unitären Operator 8, der $ auf $ abbildet, so daß Pu = 8-1 Pu, 
Qu = SQ Su gilt für alle « eines Teilraumes von D, in welchem P2 + Q2 noch 
zerlegbar ist. Dieses Resultat wird auch auf mehrere Freiheitsgrade übertragen. 
@. Köthe (Mainz). 
Arnous, E.: Methodes d’approximation: La eondition d’extremum 


et l’&cart type de la loi de probalibit& de H.C.r. Acad. Sci., Paris 225, 449—451 (1947). 
Für einen beliebigen selbstadjungierten Operator H im Hilbertschen Raume 
gilt für die Ausdrücke 
Las? (y, Hy) 3,28 [y, (H — mı)? y] >; | r Y | 
ei | 
daß das Verschwinden der ersten Variation von m;: 
öy Y ' pi: I öl 
Bo <a A Te Te) 
gleichbedeutend ist mit dem Verschwinden von o. y bedeutet dabei eine Wellen- 
funktion im Existenzbereich von H, m, den Mittelwert des zu H gehörigen Wahr- 
scheinlichkeitsgesetzes, o den „Ausartungstyp“ (&cart type) des Wahrscheinlich- 
keitsgesetzes von H. W. Schmeidler (Berlin). 
Ditkin, V. A.: Zur Theorie eines Differentialoperators. Doklady Akad. Nauk 
SSSR, II. s. 56, 779—782 (1947) [Russisch]. 
Möge L}, den Hilbertschen Raum von Funktionen mit dem Skalarprodukt 
oo 


f fe) ga) pe : ee r if- 
nr | = “ B dx bezeichnen, wo w(x) eine gegebene, unendlich oft dif 


7,28 * . 
ferenzierbare Funktion ist, |o(z)!>1. Ist »(x) =1, so ist der Differential- 
operator Df=if’(x) in 22, nicht hermitesch. Ist H(t) ein beliebiges Polynom, 
so kann man zeigen, daß 


a .ın am) (a 1 F7 i LE 
(1) H(D)f = Di rn [ FuHm weite, 
ml we 
wo 
- oe 
Ft) = / rn de 


Diese Formel gestattet es, die Definition des Operators H (D) auf umfangreichere 
Klassen von Funktionen H (t) auszudehnen. Es wird insbesondere der Fall ® (x) = 
(1+ ix)" (n ganz, > 0) betrachtet. Da 


[0,0] 


(k — 1)! (1-+: 2) = J jE-1 e-tmiext dp 
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ist, läßt sich (1) dann so umformen: 
H(Dyj= 
(1+ix)r a) N /n (— 1)* k-1e-t-WF (u) HM (u)d iwtgt 
srl 2 EEE t-u)Ple tu Yu)du re” h 
2 nn ono +2 l)aenı | uyE-te-t=wF (u) H@(u) 
und dies hat für jede n-mal differenzierbare Funktion 4 (t) einen Sinn. — Es werden 
Abschätzungen für die Norm ||H (D)f||„ angegeben und das Problem der homo- 
genen Gleichung H (D)f = 0 erörtert. Dieses letzte Problem läßt sich mit Hilfe der 


leicht angebbaren Spektralfunktion des selbstadjungierten Operators P=D+ Be 


erledigen. — Endlich werden alle Funktionen f(x) angegeben, die Ungleichungen | 
von der Form ||Drf||u. SQ (a +6) (a>0; 6> 0 beliebig klein) genügen. — 
Beweise werden nur angedeutet. Bela v. Sz. Nagy (Szeged). \ 
Kantorovi&, L. V.: Über die Methode des schnellsten Abstiegs. Doklady Akad. 
Nauk SSSR, II. s. 56, 233—236 (1947) [Russisch]. 
5 

. 

i 


Sei A ein Operator in einem reellen Hilbertschen Raume. Dann zeigt Verf., 
daß für den Fall, daß m(x, x) <(Ax,x) SM (x, x); (0 <m< M < oo) gilt, die 
Folge (Zu+13 m+i) 

%n+1 7 a me Se Zus, = 4A %.P 

(A “n+1> Zu+1) 
gegen die Lösung der Gleichung A «— p = 0 strebt. Es wird dann noch der Fall 
m = 0 erledigt. Außerdem werden halbbeschränkte Operatoren in Betracht gezogen, 
wobei der obige Ansatz vermittels eines Hilfsoperators leicht modifiziert wird. 


Hierunter fallen z. B. elliptische Differentialoperatoren, die in der Arbeit von | 
1 


— 22.27 


G. Temple (dies. Zbl. 20, 247), die sich ebenfalls mit Approximationen der geschil- 
derten Art beschäftigt, nicht mit erfaßt sind. @G. L. Tautz (Braunschweig.) 

Citlanadse, E. S.: Zur Frage der Eigenwerte der nichtlinearen totalstetigen 
Operatoren im Hilbertschen Raume. Doklady Akad. Nauk SSSR, II. s. 57, 879—881 
(1947) [Russisch]. 

f(a) sei ein nichtlineares, schwach stetiges Funktional im Hilbertschen Raum 
mit f(a) = f(—a), das Fr&chetsche Differential df(a, h) existiere in jedem Punkt. | 
f wird auf der durch Identifikation von a mit —a aus der Einheitskugel entstehenden 
projektiven Sphäre 8? betrachtet. Ist [4] eine topologische Klasse von Mengen A 


aus 57, so wird C(A) = min f(a), c= sup ((4) gesetzt. L sei ein nichtlinearer 
ac A te[lA] 


Operator, der von df(a, h) erzeugt wird, mit |Za|| Ss M, und der Lipschitzbedin- j 

gung |La— Lb|| SM, ||a—b||. Es gilt dann der folgende Approximationssatz 

für Eigenwerte von L: A, sei eine Menge aus [4] mit C(4,)>c-—e. Itx>0 
a? 


i 
gegeben und & =; Min gibt eseina,€e A, mit c—e Sfla,) Sc+teund 
|| L(a,)— (La,,a,)a,|| <a. Setzt man weiter voraus, daß zu jedem e > 0 ein 4,>0 


existiert, so daß aus f(a) z e stets ||La|| = A, folgt, so kann man zeigen, daß für 
&, > 0 jede Folge a,, kompakt ist und ihre Häufungspunkte Eigenelemente von L 
auf [= e sind. Die Menge T',(c) dieser Elemente ist selbst kompakt. Ist [A,] die 


nichtleere Klasse aller abgeschlossenen und kompakten Mengen der Kategorie 


> us = ‚aup CA,eit 1292... Itg=o=6c, 80 ist die Kategorie 
Aec[Axr] 

von T',(c) größer oder gleich j—i + 1. Also gibt es stets unendlich viele verschie- 

dene normierte Eigenelemente von L. @. Köthe (Mainz). 


Akilov, 6. P.: Über die Fortsetzung linearer Operatoren. Doklady Akad. Nauk. 
SSSR, IL. s. 57, 643—646 (1947) [Russisch]. 

Xo X, Y seien lineare normierte Räume, X,CX. X, hat die Eigenschaft E,, 
wenn jede lineare Operation von X, in Y sich zu einer linearen Operation von X 
in Y mit derselben Norm fortsetzen läßt. Dies ist gleichbedeutend damit, daß für 
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jedes XD X, eine Projektion von X auf X, der Norm 1 existiert. Dies wird mit 
den Methoden von L. Kantorovitch [Rec. math. Moscou, N.s. 7, 209-279 
(1940); vgl. auch die Bezeichnungen dort ; dies. Zbl. 23, 328] untersucht. Als Charak- 


teristik eines Raumes vom Typ B, wird o = eek erklärt, falls die Einheits- 


sphäre K von X beschränkt ist und ein supremum besitzt, sonst wird @ = 1 gesetzt. 
Ist X ein B,-Raum und linear halbgeordnet vom Typ K;, so heißt X ein B}-Raum. 
Ein B,-Raum hat die Eigenschaft E,, wenn g=1ist. Ein B/-Raum heißt quasi- 
gleichmäßig konvex, wenn ein 7 >0 existiert, so daß für jedes Paar disjunkter 
positiver Elemente x,, x, der Norm 1 stets ||x, + ®,|| S2—n gilt. Ist X, quasi- 
gleichmäßig konvex und regulär von der Charakteristik o und existiert ein. mit 
e-) Zn > eg, so hat X, nicht die Eigenschaft E,. Daraus folgt, daß alle Z,,, für 
genügend großes n die Eigenschaft E, nicht haben, speziell hat I, ,, diese Eigenschaft 
nicht. Ohne Beweise. @G. Köthe (Mainz). 


Mikusinski, J.: Les möthodes algebriques dans l’analyse fonetionnelle. C. r. 
Acad. Sci., Paris 224, 1685—1687 (1947). 

Verf. schlägt als gemeinsame algebraische Grundlage für den Heavisidekalkül, 
die Theorie der linearen Operationen und die Kompositionstheorie von Volterra 
den folgenden Kalkülvor: A = 4A, + + 4, sei die direkte Summe von n Ringen 
4,. Die Multiplikation in A soll assoziativ und kommutativ so erklärt sein, daß 
a,a, stets ein a, ist, wobei %k allein durch i und j bestimmt ist (Verallgemeinerung 
der hyperkomplexen Systeme). Für den Heavisidekalkül ist z.B. n = 2, A, ist der 
Körper der komplexen Zahlen, A, die Menge der komplexen Funktionen f(t) einer 

t 


reellen Variablen mit dem Produkt fg = Mr fr) g (t—r) dr. @. Köthe. (Mainz). 
ö 


Ou Sing Mo: Sur les moyennes hemispheriques. C.r. Acad. Sci., Paris 224, 
989—990 (1947). 


t t 
TV -yW +, [tw und 7,W=4W+2- [vwa 
ö 


”. 
0 


seien zwei Operatoren, die auf eine Funktion W (y,, 29 t) wirken. Es wird bewiesen: 
Aus der Existenz und Stetigkeit von T,(T,W) folgt die Existenz von 7,(T',W) 
und die Gleichung IRTWIERINTW) 

Entsprechendes gilt bei höherer Iteration der Operatoren. T’autz (Braunschweig). 

Synge, J.L.: The method of the hypereircle in funetion-space for boundary- 
value problems. Proc. R. Soc. London A 191, 447—467 (1947). 

In der vorliegenden Arbeit werden mittels einer schon an anderer Stelle von 
Prager und Verf. [Quart. appl. Math. 5, 241—269 (1947)] verwendeten Methode 
eine Reihe homogener linearer partieller Differentialgleichungen mit nichthomogenen 
Randbedingungen behandelt. Es wird der Riemannsche Raum zugrunde gelegt; 
die partielle Differentiation ist demgemäß durch die kovariante Differentiation zu 
ersetzen. — Das vorgelegte Problem läßt sich zunächst auf zwei einfachere zurück- 
führen. Die Lösung des Originalproblems wird dann als Vektor in einem Funk- 
tionenratim gedeutet, in dem das skalare Produkt passend definiert ist und dessen 
Metrik damit festliegt. Bei einer großen Reihe von Aufgaben (z. B. aus der Poten- 
tialtheorie und Elastostatik) kommt man zu einer positiv-definiten Metrik; die Lö- 
sung liegt in diesem Falle im Inneren oder auf dem Rande eines Hyperkreises, dessen 
Mittelpunkt und (reeller beschränkter) Radius bekannt sind. Wird der Mittelpunkt 
als Näherungslösung angesehen, so kennt man also den mittleren quadratischen 
Fehler. Es ergeben sich ferner Schranken für die Lösung in der Nachbarschaft 
eines vorgegebenen Punktes. — Im Falle der Wellengleichung ist die dem Problem 
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angemessene Metrik indefinit; die Lösung liegt auf einem Pseudo-Hyperkreis (d. 
einem Hyperkreis mit imaginärem Radius). Maruhn (Jena). ] 


Praktische Analysis: 


Pösch, H.: Eine automatische Rechenmaschine mittels Röhren. Z. angew. 

| Math. Mech. 25/27, 140—141 (1947). 

| Dreyer, H.-J.: Automatisch arbeitende Geräte für wissenschaftliche Rech- 
nungen. Z. angew. Math. Mech. 25/27, 141—142 (1947). k 

Rechenvorrichtungen werden in ziffernmäßig und in stetig arbeitende eingeteilt. 
Der z. Z. hervorragendste Repräsentant der ersten Gruppe ist die berühmte ENIAC 
(= Eleetronie Numerical Integrator and Computor) von Eekart und Mauchly 
in Philadelphia. Sie vermag sehr umfangreiche Rechnungen, wie Lösung von Sy- 
stemen von Differentialgleichungen, Berechnung von Stern- und Planetenstellungen 
vollautomatisch auszuführen, wenn ihr das vorgegebene Rechenprogramm in Form 
eines Lochstreifens gegeben wird. Die Maschine kann z. B. zwei zehnstellige Zahlen 
in 0,003 sec. multiplizieren, sie kann aus Funktionstafeln Werte entnehmen, eine 
große Anzahl von Zwischenergebnissen speichern und Resultate in Tabellenform 
liefern. — Unter den stetig arbeitenden Geräten, deren Genauigkeit im Gegensatz 
zu derjenigen der Vorrichtungen der ersten Gruppe beschränkt und höchstens 
etwa 0,10/,, ist, nimmt die Maschine von Bush in Cambridge Mass. und ihre Weiter- i 
entwicklungen den ersten Platz ein. Zweckmäßig verkoppelte Elemente bilden die 
jeweils zu lösende Differentialgleichung nach. Selbsttätiges Abtasten gezeichneter 
Kurven und Darstellung der Ergebnisse in Tabellenform ist möglich. — Wenn auch h 
die erste Gruppe von Maschinen überwiegende Vorteile zeigt, dürften auch solche” 
der zweiten Gruppe ihre Bedeutung behalten, namentlich diejenigen, welche für 
verhältnismäßig spezielle Zwecke gebaut sind. Nyström (Helsinki). 

Baudouin, G.: Principe d’une regle A ealeul pr&sentant une &chelle logarithmique 
de grande longueur. C. r. Acad. Seci., Paris 224, 96—97 (1947). 

Auf einen Teil einer Sinuslinie y = sin (a/4— x) (0 <x<r2) wird eine auf 
der Abszissenachse aufgetragene logarithmische Skala x = (z/2) log(w/10) (1Su<S100) 
übertragen. Diese wird in 10 in «-Richtung gleiche Teile geteilt, die in den ersten 
Abschnitt verschoben werden. So entsteht eine zehnmal gebrochene Skala, für die 
X = (r/2) log (u/10) — m /20 (m ganze Zahl) ist, deren Teile fast geradlinig sind und 
die einen Raum von 4 x 20 cm einnimmt. Ein daneben eingezeichneter Halbkreis 


x = — cos (a/4— ©), y = sin (n/4 — ©) (- 7 <a < 7) 


A 
B 


4 


wird entsprechend © = x = (#/2) log (u/10) nach « beziffert. 

Durch X + X’ ist eine y-Parallele bestimmt, die alle 10 Skalenteile schneidet. 
Welcher der Skalenteile für die Bestimmung von u - w’ in Frage kommt, wird durch 
Addition der zu u und «’ gehörenden Bogen bestimnit, die mittels zweier drehbarer 
halbkreisförmiger Skalen ausgeführt werden kann. Die x-Parallele durch den so 
gefundenen Punkt des Halbkreises geht durch den entsprechenden Skalenteil. Verf. 
glaubt so die zehnfache Genauigkeit eines gewöhnlichen Rechenschiebers gleicher 
Größe erreichen zu können. Willers (Dresden). 

Gradstejn, I. S8.: Eine Vorrichtung zum Zeichnen der Kurve einer Funktion von 
einer Funktion (zusammengesetzten Funktion). Akad. Nauk SSSR, Trudy mat. Inst. 
Steklov 20, 129—130 (1947) [Russisch]. 

Verf, beschreibt eine aus beweglichen Rahmen und Schienen bestehende Vor- 
richtung, mittels deren die Funktion f (kg (x)) gezeichnet werden kann, wenn die 
Funktion / (x) gezeichnet, die Funktion g (x) in einer Schablone aus Blech, Karton 
oder ähnlichen Material vorliegt; % ist eine von den Abmessungen des Apparats ab- 
hängige Konstante. Pannwitz (Berlin). 
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Vilner, I. A.: On the nomograms of elliptieal funetions and integrals in the 
complex domain. C.r. Acad. Sci. URSS, II. s. 55, 783—786 (1947). 

Nachdem Verf. in einer vorangegangenen Note [C. r. Acad. Sci. URSS, II. s. 53, 
Nr. 3(1946)] analytische Funktionalgleichungen der ersten nomographischen Klasse, 
soweit sie sich auf elliptische Funktionen beziehen, behandelt hatte, werden in der 
gegenwärtigen Skizze, wieder unter Verzicht auf Durchführung der Beweise, vier 
Theoreme hinzugefügt, welche zunächst Logarithmenbildung und Integration spe- 
zieller elliptischer Funktionen betreffen. Über die früheren Ansätze hinaus wird 
der Fall nicht reeller Moduln bei Legendres Normalform elliptischer Integrale ein- 
gehender behandelt. Die Nomograme der in Theorem Nr. 4 angesprochenen ellip- 
tischen Integrale beanspruchen neben geradlinigen Skalen noch Kegelschnitt- 
büschel. Den Realitätsverhältnissen des Moduls % entsprechend ordnen sich die 
Grundpunkte jenes Büschels paarweise den geradlinigen Skalen ein. Bei der Aus- 
rechnung eines Grenzfalles ist in der viertletzten Zeile iyy, = + Yıo (Druckfehler!) 
abzuändern. Wilh. Maier (Greifswald). 

Hummel, P. M.: The aceuraey of linear interpolation. Amer. math. Monthly 53, 
364—366 (1946). 

Hummel, P. M.: A note on interpolation. Amer. math. Monthly 54, 218 bis 
219 (1947). 

f(x) sei für a <x<b dreimal stetig differenzierbar; f”’(x) und f’”(x) mögen 
dortselbst festes Vorzeichen haben. Interpoliert man f(x) zwischen den Stellen 
x=a und «= b linear, so liegt der Fehler auf dem von den Größen 


en 10-1 — Ba) f(@) 


und 
b— x) (x — P 
ba) Fb) — f(b) + fa)] 

bestimmten Intervall. (1. Note.) — Daraus folgt, daß man ihm die Form 


3 (db 2) @—a)f’W,), a<d,<b, 
geben kann. Sein Betrag ist also z.B. < 4} (b— a)? |f’(#,)|. (2. Note.) Pietsch. 

Willers, F. A.: Zur Bestimmung der mittleren Abszisse. Z. angew. Math. Mech. 
25/27, 29 (1947). 

Zur angenäherten zeichnerischen Ermittlung der mittleren Abszisse & des von 
— h bis + hreichenden Kurvenstückes der Funktion f(x) kann man durch die 
Sehnenmitte eine Parallele zur x-Achse legen, das Stück zwischen Sehne und paral- 
leler Tangente in drei gleiche Teile teilen und den der Tangente zuliegenden Teil- 
punkt für £ verwenden. Verf. schätzt durch Taylorentwicklung den Fehler ab. Das 
erste Fehlerglied wird ' I 

(gi fi a) W; 
eine Parabel dritten Grades wird also nicht mehr exakt integriert; bei kleinem f” 
(z. B. Wendepunkt) kann der Fehler sehr groß werden. Die Konstruktion wird mit 
der Keplerschen Faßregel verglichen. Collatz (Hannover). 

Levy, P.: Expression asymptotique de la longueur de l’ellipse infiniment aplatie. 
C.r. Acäd. Sci., Paris 224, 24—25 (1947). 

Um_einen brauchbaren Näherungsausdruck für den Umfang der Ellipse mit 
den Halbachsen a und b im Falle einer Exzentrizität nahe bei 1 zu erhalten, schließt 
Verf. den Ellipsenquadranten zwischen zwei konvexe Bögen mit denselben End- 
punkten wie der Ellipsenquadrant ein, die beide aus einem Parabelbogen und einem 
Geradenstück bestehen. Ist / die Länge des Ellipsenquadranten, so ergibt sich 


b2 
Ivma+,,le; 
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b2 a vo Br } 
mit eine Fehler der Größenordnung - log log, - Damit ist natürlich zuglei 


) ü ändi Integral zweit 
ine asymptotische Formel für das vollständige Legendresche g 
Gattung Eh) für k »z 1 gewonnen. Krafft (Marburg/L.). 


Vernotte, P.: Le ealeul pratique de la limite d’une grandeur variable. Tmpräeieiagn 
du rösultat. C©.r. Acad. Sei., Paris 224, 1546—1548 (1947). 

Vernotte, P.: A propos du ealeul pratique de la limite d’une variable. C. r. Acad. 
Sei., Paris 225, 1130—1132 (1947). 4 

Mit Hinweis auf Verfassers Theorie et pratique des series divergentes 
(Publ. sci. et techn. du Ministere de l’Air, no. 207) werden — verständlicherweise 
oft ungünstige — Erfahrungen über einige „Rezepte“ bei der Behandlung von 
oszillierenden asymptotischen Darstellungen mitgeteilt. Die Rezepte beziehen sich 
nämlich auf interpolierte Werte zwischen den un-, bzw. gewogenen Mitteln der 
Teilsummen rein positiver bzw. negativer Glieder. Der Schlußfolgerung, daß das 
Versagen solcher Rezepte einer „schlechten Wahl der V eränderlichen‘‘ zuzuschreiben 


wäre, kann nicht zugestimmt werden. Szentmärtony (Budapest). 
Quade, W.: Auflösung linearer Gleichungen durch Matrizeniteration. Ber. Math.- 

Tagung Tübingen 1946, 123—124 (1947). | 
Opitz, G@.: Praktische Verfahren zur Lösung von Gleichungen vierten Grades. 

Z. angew. Math. Mech. 25/27, 171—173 (1947). j 


Drei prinzipiell sowie in bezug auf den Rechenaufwand gleichwertige Verfahren) 
werden angegeben, um sämtliche 4 Wurzeln einer Gleichung 4. Grades mit numeJ) 
risch gegebenen Koeffizienten in einem Rechnungsgang zu bestimmen. Es braucht 
stets nur eine (reelle) Wurzel der kubischen Resolvente berechnet zu werden. Be- 
sondere Rechenschemata werden empfohlen. N yström (Helsinki). i 

Pauli, H.: Eingrenzen der Wurzeln von Gleiehungen 3. bis 6. Grades. Z. angew. 
Math. Mech. 25/27, 94—95 (1947). 

Die Gleichung #+ad +bt+ce®+dx+tex+f/=( wird auf eine 
Form 9, (x) ° Yg (&) * %3 (X) = Y4 (x) gebracht, in der sich die Nullstellen der y, (x) 
leicht bestimmen lassen, z. B. auf die Form 

(+) ( az +b)=lac—d)? + (be—e)x—f. 
Die Nullstellen der y, (x) werden sodann der Größe nach geordnet: g,, Gar Gas Gans oa 
Zwischen zwei benachbarten Werten hat jedes y, festes Vorzeichen. In den Bereichen, 
wo diese nicht zueinander passen, sind reelle Wurzeln der Ausgangsgleichung aus- 
geschlossen. Durch mehrfache Umformungen können die Bereiche, in denen sich 
möglicherweise Wurzeln befinden, eingeengt werden. Bei Gleichungen dritten bis 
fünften Grades kann ein Bereich vorgeschrieben werden. Günther Schulz (Aachen) 


Unger, H.: Zur numerischen Behandlung von Anfangswertproblemen bei ge- 
wöhnlichen linearen Dilferentialgleichungen 2. Ordnung. Z. angew. Math. Mech. 
25/27, 135—136 (1947). 

Verf, beschreibt ein Näherungsverfahren zur Lösung von Anfangswertaufgaben 
bei linearen homogenen Differentialgleichungen 2. Ordnung: ö + d(t) ö + .h)v=d. 
Die Differentialgleichung wird auf die Gestalt w”’ + [1—q(x)] w = 0 transformiert 
und 1 —q(x) durch eine Näherungskurve p(x) ersetzt, z. B. durch eine Treppe oder 
einen Polygonzug; im ersten Fall ist die Lösung durch trigonometrische, im zweiten 
Fall durch Zylinderfunktionen der Ordnungen + 1/3, + 2/3 gegeben. Mit Hilfe des 
Kernes der zugehörigen Volterraschen Integralgleichung läßt sich unter gewissen 
Stetigkeitsvoraussetzungen eine Fehlerabschätzung durchführen. Collatz. 


Collatz, L.: Lösung gewisser Differentialgleichungen mit dem harmonischen Ana- 
Iysator. Ber. Math.-Tagung Tübingen 1946, 6061 (1947). 
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N Crank, J. and P. Nieolson: A practical method for numerieal evaluation of solu- 
tions of partial differential equations of the heat-eonduetion type. Proc. Cambridge 
philos. Soc. 43, 50—67 (1947). 

Es werden Methoden zur numerischen Behandlung der nichtlinearen partiellen 

Differentialgleichung / 

ee Bee en mit m — kw e-4l9 
mit den Randbedingungen 
S 9=hle, vw =hlz) bit=0 fürl<ır<i 
5 = H,(9) bei = 0 und 2 = HA,;(0) bi z=1 für t>0 

gegeben. Nach kurzer Erläuterung der beiden Verfahren von Hartree, deren 
erstes die Ableitung nach t, deren zweites die nach x durch Differenzen ersetzt und 
die so zu einem System gewöhnlicher Differentialgleichungen kommen, die sich mit 
dem Differentialanalysator integrieren lassen, wird eine neue Methode gegeben, bei 
der beide Ableitungen durch Differenzen ersetzt werden und bei der die Integration 
in endlichen Schritten in der Zeitrichtung fortschreitet. Bei den einzelnen Schritten 
erfolgt eine Verbesserung durch Iteration. Die einzelnen Schritte überdecken sich 
bei dieser Methode nicht, wie bei dem ähnlichen Verfahren von Richardson und 
dem neuerdings in einem A.M. P.Mem. No. 131 gegebenen. In diesen entstehen 
dadurch schnell wachsende Fehler mit abwechselndem Vorzeichen, die hier ein- 
gehend ebenso wie die der neuen Methode untersucht werden. In einem exakt 
integrierbaren Fall der Wärmeleitungsgleichung bei einfachen Randbedingungen 
zeigen die Resultate des neuen Verfahrens nur geringe Abweichungen von der 
exakten Lösung. Um den Einfluß der Schrittgröße auf die Fehler des Verfahrens 
zu zeigen, werden ausführlich die Ergebnisse für zwei spezielle Fälle (Holzplatten 
verschiedener Dicke, die von beiden Seiten durch Flammen erhitzt werden), disku- 
tiert. Es zeigt sich da, daß bei zu großen Schritten in Wirklichkeit nicht vorhandene 
Spitzen auftreten können. Was Zeit und Genauigkeit anlangt, ist die vorgeschlagene 
Methode gegenüber den Hartreeschen zum mindesten nicht im Nachteil. Willers. 

Lusternik, L. A. and A. M. Prokhorov: The determination of eigenvalues and 
eigenfunetions of certain operators by means of a reeurrent eireuit. C. r. Acad. 

Sci. URSS, II. s. 55, 575—578 (1947). 

Um Eigenwerte und Eigenfunktionen von Randwertproblemen angenähert zu 
bestimmen, ersetzten Verff. die Differentialgleichung durch ein System von Diffe- 
renzengleichungen Ay + ) y = 0 mit den Eigenwerten 0 < 4, </, S..., dem das 


n 


4 
System Ay+k = =ieder Bosng WEI ern 


zugeordnet wird. 


Bei großem t überwiegt das erste Glied. Dieses Gleichungssystem wird durch ein 
Stromnetz mit entsprechenden Widerständen und Kondensatoren dargestellt. 
Mittels Verstärker und Braunscher Röhre wird dann das Abklingen eines an be- 
stimmter Stelle angelegten Spannungsstoßes gemessen und daraus A, und der zu- 
gehörige Eigenvektor y, bestimmt. Auch der zweite Eigenwert A, kann dadurch 
bestimmt werden, daß man an bestimmten Stellen Spannungen anlegt, für die der 
Anfangsvektor y(0) orthogonal zu y, ist. In einem einfachen Beispiel sind so die 
beiden ärsten Eigenwerte der Differenzgleichungen auf etwa 3°/, bestimmt worden. 
Ai Willers (Dresden). 

Wittich, H.: Konforme Abbildung einfach zusammenhängender Gebiete. Z. 
angew. Math. Mech. 25/27, 131—132 (1947). 

Bemerkungen zur Konvergenzgüte und praktischen Tragfähigkeit von Nähe- 
rungsverfahren, insbesondere zum Verfahren von Theodorsen. Dazu wurde ein 
Konvergenzkriterium angestrebt und am Falle der Abbildung des Kreises in das 
Innere einer Ellipse kritische Proben durchgeführt. Ullrich (Gießen/Mainz). 


i ij 


Heinhold, J.: Zur Praxis der konformen Abbildung. Ber. Math.-Tagung Tübin- | 


gen 1946, 75—77 (1947). 
Shapiro, A. H. and 6. M. Edelman: Method of charaeteristies for two-dimensional- 


supersonie flow — graphieal and numerical procedures. J. appl. Mech., New York 14, 


A 154—A 162 (1947). 

Edelman, 6. M. and Ascher H. Shapiro: Tables for numerical solution of prob- 
lems in the mechanies and thermodynamies of steady one-dimensional gas flow 
without discontinuities. J. appl. Mech., New York 14, A 344—A 347 (1947). 


Wahrscheinliehkeitsrechnung und Anwendungen. 
Wahrscheinlichkeitsrechnung: 


e Castelnuovo, Guido: Caleolo delle probabilitä: I. Fondamenti della teoria: 
Applieazioni alla statistica, alla teoria degli errori, alla ballistica ed alla fisica. 3. ed. 
Bologna: Nicola Zanichelli 1947. XXVII, 321 p. 

Borel, E.: Sur les probabilit6s d&nombrables et le pari de Pascal. ©. r. Acad. Sci., 
Paris 224, 77—78 (1947). 


Betrachtet wird eine unendliche Folge von Versuchen, bei denen das Eintreten 


des günstigen Ereignisses die Wahrscheinlichkeiten p,, 3, P3; -.. hat. Die Reihe 
Pı + Pa + P3 +: sei konvergent und habe die Summe s. Der Erwartungswert 
des Gewinnes für einen Spieler, der beim Eintreten des günstigen Ereignisses 1 Fr. 


erhält, ist s. Sind Ay, 4], 43,... die Wahrscheinlichkeiten, daß das Ereignis 


keinmal, einmal, zweimal, ... eintritt, dann ist A, + 24, +34, +: =s. Man 
hat also ein Beispiel für einen Fall, in dem A, — 0 und nA, — 0 fürn — m. 
Günther Schulz (Aachen). 


Münzner, H.: Eine wahrscheinlichkeitstheoretische Behandlung der Jokereigen- — 


schaft. Z. angew. Math. Mech. 25/27, 119—122 (1947). 


Verf. behandelt die folgende Aufgabe: Eine Urne enthält a mit einer Null und 


je m mit den Nummern 1, 2,..., n beschriftete Kugeln, also insgesamt N = nm-+a 
Kugeln. Die Ziehungen dieser Kugeln erfolgen ohne Zurücklegen der bereits ge- 
zogenen Kugeln. Berechnet wird der Erwartungswert H (n, m,a) der Anzahl der 
Ziehungen, die man machen muß, bis man eine vollständige Serie der Nummern 1, 


2,...,n erhalten hat. Dabei soll gestattet sein, die gezogenen Kugeln mit der Be- 


schriftung Null an Stelle beliebiger noch fehlender Nummern zu verwenden. Dies 
entspricht der Eigenschaft des ‚Jokers‘ bei einigen Kartenspielen. Berechnet wird 
ferner das Streuungsquadrat 0°, sowie die Limites von H und 0? für m — 00, 4 > oo 
bei festem a/m. Die Kundenwerbung mittels ‚‚Nummernschecks“ oder Bilder, die 
den Waren beigelegt sind und vom Käufer gesammelt werden, führen auf das gleiche 
Problem. Vgl. hierzu die früheren Arbeiten G. Pölya, Z. angew. Math. Mech. 10, 
96—97 (1930); H. Münzner, Z. math.naturwiss. Unterr. 65, 373—375 (1934) und 
dies. Zbl. 22, 66. Günther Schulz (Aachen). 

Dubourdieu, J.: Sur une gen6ralisation d’un theor&me de M. B. Finetti et son 
application ä la theorie colleetive du risque, ©. r. Acad. Sci., Paris 224, 514—516 
(1947). 

Die Verallgemeinerung besteht darin, daß im Folgenden R(x) eine beliebige 
steigende Funktion (anstatt R(x) =r x) ist. — Wird ein Spieler mit Anfangskapital 
K die Bedingungen in einer Folge von Wetten so feststellen, daß für jedes n 


IM (er Rön-ı+Xm) = erRtSn-) bleibt (X, = Gewinn am n-ten Versuche, 
8,7, =&K+X,+X,+...+X,.,), so ist die Ruin-Wahrscheinlichkeit /], (und 
deswegen ]]. = lim JT,) Ser @-R(), Bruno de Finetti (Trieste). 


341aDomb, (.: The problem of random intervals on a line. Proc. Cambridge philos. 
Soc. 43, 329—341 (1947). 


Auf einer Geraden (t von —oo bis -- 00) können an jeder Stelle t mit Wahr- 


| 
| 
| 
| 
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scheinlichkeit Adt Zufallsereignisse, denen das Intervall (t,t-+&) mit konstantem & 
entspricht, eintreten, so daß die Anzahl r der im Intervall [0, y] enthaltenen Er- 
eignisse einer Poissonschen Verteilung A” y’e-’v/r! folgt. Die Wahrscheinlichkeit 
W (x, y)dx dafür, daß die Länge der belegten Strecke des Intervalls [0, y] zwischen x 
und x + dx liege, genügt einer Integralgleichung, die mit Hilfe Laplacescher Trans- 
formation gelöst bzw. diskutiert wird. So ergibt sich die Wahrscheinlichkeit für 
genau r nicht übergreifende Ereignisse im Intervall [0, y] als A (y— r aJre’w+®@/r!, 
ferner die Wahrscheinlichkeit für lückenlose Bedeckung des Intervalls, die Verteilung 
der Lückenzahl und deren Momente sowie schließlich die Momente der Verteilung 
W (x, y). Frühere, von Stevens [Ann. of Eugen. 9, 315—320 (1939); dies. Zbl. 23, 
56] auf wesentlich anderem Wege gewonnene Resultate über zufällige Intervalle 
auf einer Kreisperipherie werden hierbei wiedergefunden. M. P. @eppert. 

Quenouille, M. H.: On the problem of random flights. Proc. Cambridge philos. 
Soc. 43, 581-582 (1947). 

Für die Dichte der Wahrscheinlichkeit, daß ein Teilchen nach n zufälligen Ver- 
schiebungen der Länge ! sich in einem Punkt mit der Entfernung r vom Ausgangs- 
punkte befindet, fand S. Chandrasekhar [Rev. mod. Phys. 15, 1 (1943)] den Aus- 


ys e-3r2t 


oo . a 
druck — f sin r (TE) x dx mit dem asymptotischen Wert ( 
ö 


2atr Ix 2 nn 
für kleine !. Hier wird die 2*+1 1% (n— 2)!r-fache Dichte — auf Grund einer 
durch Differentiation nach 1 gefunderien Rekursionsformel — zu 

mir 2a 2 rp 24... + 18) In 22H ı-rp2 


bei (n— 2k—2)l <r <(n— 2k)l exakt berechnet. sSzentmärtony (Budapest). 

Coulson, €. A.: Note on the random-walk problem. Proc. Cambridge philos. Soc. 
43, 583—586 (1947). 

Das von Lord Rayleigh 1919 gelöste Problem der ebenen Irrfahrt nach n 
kleinen Verschiebungen von gegebener Länge r,, aber zufälligem Richtungswinkel 9, 
wurde von ©. Domb [Proc. Cambridge philos. Soc. 42, 245 (1946)] auf den Fall 
verallgemeinert, in welchem sämtliche r, dieselbe Funktion u(g,) ihres o, sind. Hier 
wird berichtigend und S. Chandrasekhar [Rev. mod. Phys. 15, 1 (1943)] folgend 
nach der Methode von Markoff für die Dichte der Wahrscheinlichkeit, daß ein 
Punkt von x = y = 0 ausgehend in x, y auffindbar sei, der Näherungswert 

il 5 vX2—BXY+aY? 
2anyıay—Bß: exp( n(4ay—P?) ) 


2 > 1 
gefunden. Und zwar mit X=z—na, Y=y—-nb «=c ——; a,ß=d-alb, 


BER nn und mit den Fourier-Koeffizienten erster Ordnung a, b bzw. c, d von 
2n 


>u() bzw. I u? (p) cos p, sowie e — Fri [ u?(p) sin®pdp. Szentmärtony (Budapest). 


0 

Domb, €C.: The resultant of a large number of events of random phase. I. Proc. 
Cambridge philos. Soc. 43, 587—589 (1947). 

Die vorstehend referierte Berichtigung wird anerkannt, das physikalische 
Ausgangsproblem — Berechnung von Radar-Echos auf Regenwolken — mitgeteilt 
und im £ichte der getroffenen mathematischen Überlegungen besprochen. 

Szentmärtony (Budapest). 

Walters, A. 6.: Distribution of projeeted areas of fragments. Proc. Cambridge 
philos. Soc. 43, 342—347 (1947). 

Die Wahrscheinlichkeitsdichte der aus zufälliger Richtung erscheinenden Sicht- 
fäche s eines kreiszylindrischen Körpers mit denn Halbmesser r und der Längel 
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sowie Smax = 8, = (art +41 72) ergibt sich zu 2rls,? s(n — Pe 2a) 
ar<s<2alr, bzw. 2rl<s<rr, und dem Doppelten des ersten Gliedes für 
größere s bis s„. Merkwürdig scheint hier nicht der Sprung für s = max (mr?, 2rl), 
sondern die Singularität in s,, zu sein. Beim rechtwinkligen Parallelepiped ergeben 
sich komplizierte Fallunterscheidungen und längere, aber durchsichtige Formeln 
mit den axialen Sichtflächen als Parametern. Szentmärtony (Budapest). _ 
Sehulz, Günther: Das Summenproblem bei mehrdimensionalen arithmetischen 
Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Ber. Math.-Tagung Tübingen 1946, 131—134 
1947). 4 
He U. V.: On the aceuraey of the approximation of the Gaussian distribution 
by sums of independent random variables. ©. r. Acad. Sei, URSS, II. s. 55, 571— 573,7 
1947). 
X1,X9,:.., Xy seien unabhängige zufällige Veränderliche mit den Verteilungs- 
funktionen F,(x), den Erwartungswerten E (X,) = 0, den Streuungen o7 und mit 
beschränkten dritten absoluten Momenten f,,. Ferner sei 


u. i 
Y2 2 2 2 Pe ° » 
Sy = 0, 4 0, = 5%? 4 ON und Lx = ss { > Pas 

die 


En Ä 
Bekanntlich strebt die Verteilungsfunktion Fy(x) der normierten Summe 


Zy >= = (X) ++ X y) gleichmäßig gegen eine Gaußsche Verteilungsfunktion @(x), r 


falls L, — 0. Dieser Satz wurde verschärft durch A.C. Berry [dies. Zbl. 25, 346] 


und C. G. Eseen [Acta math., Uppsala 77 (1945)]. Dort wird bewiesen, daß 4 


ER Er a > 1 IR“ R 
Fyx()—6(2)| SC, mit sh <tb. h 


Verf. unterwirft die Veränderlichen X, weiteren einschränkenden Bedingungen, 
die u.a. das Wachstum von S% und Ly betreffen und sich nicht kurz formulieren — 
lassen, und gelangt so zu schärferen Ergebnissen der Annäherung von F (x) an die 
Gaußsche Verteilungsfunktion. — Sind beispeilsweise die X, symmetrisch verteilt, 
dann gilt für | «| SM 


. 


- Fr) —-6 (a) Seitz (1+e,(M)), 

N } In 

wobei ey(M) > 0 mit N — oo und noch von der Wahl einiger willkürlicher monoton 

gegen oo strebender Funktionen abhängt. Es folgt, daß unter den symmetrischen 

Schemata das Bernoullische in einem gewissen Sinn die größte Abweichung von der 

Normalverteilung liefert. — Der Beweis benutzt die charakteristischen Funktionen - 

unter Verwendung von Gedankengängen, die von I. M. Vinogradow in die 

additive Zahlentheorie eingeführt wurden. Günther Schulz (Aachen). 
Cam, L.: Un instrument d’ötude des fonetions al6atoires: la fonetionnelle earae- - 

töristique. C. vr. Acad. Sci., Paris 224, 710—711 (1947). 
Ist x(t) eine Zufallsfunktion, so wird durch 


9 = Eexpfif xt) s(t)dt}, 

wobei der Operator # mathematische Erwartung bedeutet, das zu x(f) gehörige 
„charakteristische Funktional“ von s(t) eingeführt, dessen Logarithmus „zweites 
charakteristisches Funktional“ heißt. An kurzen Beispielen skizziert Verf. die Trag- 
weite dieser Begriffe, denen für Zufallsfunktionen die gleiche Bedeutung zukommt 
wie den „charakteristischen Funktionen“ für Zufallsvariablen. M. P. Geppert. 

Tweedie, M. €. K.: Funetions of a statistical variate with given means, with 
speeial reference to Laplaeian distributions. Proc. Cambridge philos. Soc. 43, 41-49 
(1947). | j 

Ist p(z,&) die von einem Kollektivparameter x abhängende Wahrscheinlich- 
keitsverteilung einer Zufallsvariablen x und bedeutet 2, Summation im diskreten 


er 
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und Integration im kontinuierlichen Falle, so löst Verf. die Gleichung 

| 2.{u(a) Pa, 0} = U) 
für die unbekannte Funktion u(x) bei beliebig gegebenem U(«&) (bestimmt also 
diejenige Funktion u(x), deren Erwartungswert U(«&) ist) mit Hilfe Laplacescher 
Transformierter. Das Verfahren wird angewandt zur Bestimmung der Momente und 
der Momente erzeugenden Funktionen der bedingten Verteilung eines Momentes der 
Ausgangsverteilung, unter der Voraussetzung, daß ein bestimmtes anderes Moment 
derselben konstant sei, sowie zur Auffindung unparteiischer Schätzungen. Besonders 
ergiebige Anwendung finden die Gedankengänge in der vom Verf. als „Laplacesche 
Verteilungen“ abgegrenzten Klasse von Verteilungen der Form 

p(z,0) = er”). (2). 
M. P.@Geppert (Bad Nauheim). 

Kozuljaev, P. A.: Zur Frage der Extrapolation stationärer zufälliger Prozesse. 
Doklady Akad. Nauk. SSSR, II.s. 56, 903—905 (1947) [Russisch]. 

Die Zufallsfunktion x(t) der Zeit t habe für jedes i die mathematische Erwartung 
M{x(t)} = 0, und die Momente 

Be) = M{x(+r)x()} 
sollen nur von r abhängen, also von der Form 
B(t)=b-R(t) mit b= M{a2(t)} 

und R(r) = „Korrelationsfunktion“ sein. Für derartige „stochastische Prozesse im 
weiteren Sinne“ werden Aussagen über das Minimum bzw. die untere Grenze von 


2 (4,3) = M{x(t+4)— sl)’ 
gesucht, wobei s(f) Summen der Form 
s(t) = = an) VS ST, 
sind. Für die speziellen zweigliedrigen Summen 
3+()=a,x() +a,xtt— T) 


nimmt uı?(A, s*), wenn |R(T)|< 1, ein Minimum 


e 1— R2()) — R(T +4) — R2(T 2R(T) RA R(T+Y% 
min 2 (A, 7, *) = (#) — R(T + eg R(T) R() R(T +2) 


an für 
_R@)-—KR(T) R(T +3) _ EK(T+M)— RT) RO) 
en, BE DT TE EIERN — Fl 
Ferner beweist Verf., daß wenn für 0<n,< T die Bedingung 


a, Rn) + a, RT —)— RA+n) = 0 


erfüllt ist, 
min u?(A, T) = min u?(), T,s*) und min u?(A, s) > min BER 
für beliebige Summen s(t), sofern nur 
EZ at m)$0I, 0<m<T. 
1<k<n 
M. P.Geppert (Bad Nauheim). 
Statistik: 

e Hoel, P. G.: Introduetion to mathematical statisties. New York: John Wiley & 
Sons, Ine,; London: Chapman and Hall, Ltd. 1947. X, 258 p. 

Wisseroth, K.: Die günstigste Verteilungsbreite, ein neues Streuungsmaß. Z. 
angew. Math. Mech. 25/27, 126—127 (1947). 

Sei y= f(x) die Integralkurve einer Verteilung f(x) und F(y) die Umkehr- 
funktion von f(x), so definiert Verf. als die zu € (z. B. C = 50°/,) gehörige „‚günstigste 
Verteilungsbreite‘‘ der Variablen x die kleinste Abszissendifferenz z— x = q(x), 
für welche das von den entsprechenden Ordinaten und der Integralkurve begrenzte 
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Flächenstück den Inhalt © hat, d. h. den kleinsten Abstand zweier x-Werte, zwise en 
denen genau der Anteil © der gesamten Verteilung liegt. Als notwendige 
für die Grenzabszissen x, zergibt sich durch Differentiation von q(x) = F (d(®) + 0) 
— x Gleichheit der Grenzordinaten: f(z) = f(x), wobei jedoch Eingipfligkeit der 
Verteilungskurve stillschweigend vorausgesetzt wird. Zur Ermittlung der günstig- 
sten Verteilungsbreite wird ein graphisches Lösungsverfahren entwickelt. 
M. P. Geppert (Bad Nauheim). 

Münzner, H.: Ein Kriterium für den Vergleich zweier Häufigkeiten. Z. angew. 
Math. Mech. 25/27, 138—139 (1947). | 

Es wird ein neues Verfahren zum Vergleich zweier in zwei Stichproben vom Um- 


fange n, bzw. n, beobachteten Merkmalshäufigkeiten =] -_. und =: 1 


1 2 se 
angegeben. Für die entsprechenden unbekannten Merkmalswahrscheinlich- 
keiten p, bzw. p, der unendlichen Gesamtheiten, denen die beiden Stichproben | 
entnommen sind, wird die Bayessche Hypothese der Gleichverteilung vorausgesetzt, | 
aus der sich als Wahrscheinlichkeitsdichte der Bayesschen Rückschlußverteilung 
von p, bzw. p, bekanntlich | 

un) +D(")pRl-pr (-19) r 
ergibt. Als Kriterium für die Verschiedenheit von p, und p, dient dann die Wahr- 
scheinlichkeit für 9, > Ps: 


1 Pı 
P(pı Zp) = [w(p; 2") [ W (Pa; %, N) dp, dp, = 
ö ö 


iv (" +2+%k+ ') e Ti a } (" ++ ‘) 
K=0 x Yı „ri, 


Ein Zahlenbeispiel (nn =%, = 1, =%,=2, P(p, ZP) = 0,657) zeigt, daß 1 
das Kriterium sich besonders in Fällen bewährt, in denen zwar eine der beiden beob- 
achteten Häufigkeiten 1 (oder 0) lautet, diese aber wegen der Kleinheit des Proben- 
umfanges geringes Vertrauen einflößt. M.P.Geppert (Bad Nauheim). 
Smirnov, N, V.: Sur un eritere de syme6trie de la loi de distribution d’une variable. 
aleatoire. ©. r. Acad. Sci. URSS, Ul.s. 56, 11—14 (1947). | 
Es wird ein Kriterium zur Prüfung der Symmetrie einer Verteilung entwickelt. 
Bedeutet a den Medianwert einer Stichprobe vom Umfange n und h, bzw. h, die 
Anzahl der beobachteten Werte, die im Intervall (a,a + x) bzw. (a, a— x) liegen, 
so dient als Prüfgröße 
Max{h,— hi} bzw u =Max{|i, — Al}. 
(t>0) (r>0) 
Die Summenfunktionen 


3 
4 
1} 
. 
i 
# 
B 


Tr 


nn 


Gn=Pır, 2») bw n=Pıu 2») 
der Verteilungen derselben lassen sich, unabhängig von der speziellen Verteilungs- 
form, auf die aus der Theorie der Glücksspiele bekannten Wahrscheinlichkeiten für 
den Ruin eines Spielers zurückführen und durch die Krampsche Transzendente 
asymptotisch darstellen. M. P.Geppert (Bad Nauheim). 
Egudin, G. 1.: Über die Stabilität einer sehr umfassenden Klasse von Statistiken. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, II. s. 5%, 115—117 [Russisch]. 

Verf. erläutert und ergänzt Fishers Begriff der Konsistenz einer Schätzung eines 
Kollektivparameters aus einer Stichprobe durch Einführung der Begriffe „gleich- 
mäßig konsistente“ und „übereinstimmende“ Schätzungen und gibt Bedingungen 
für deren Realisierung an. M. P.Geppert (Bad Nauheim). 

Chakrabarti, M. €.: On a speeial case of the distribution law of the mean square 
suecessive differenee. Bull. Caleutta math. Soe. 39, 15—18 (1947). 
Für die aus einer Stichprobe x,,..., x, gebildete mittlere quadratische Suk- 


zessivdifferenz 
n—1 
0 — = (+1 /n— 1) 
bestimmt Verf. unter Voraussetzung eines mit Streuung o um 0 normal verteilten 
Ausgangskollektivs und für den Spezialfall n — 3 mit Hilfe der charakteristischen 
Funktion Verteilung 
P(&°) = exp (— 3 8°/0?) - Jy(i 82/30?)/o? //3 
= exp (— 820%) - I [Lpu(ö?/2o9)/24 (kNP]/20® 


und Momente um den Nullpunkt in verschiedenen Formen, wobei J,(x) die Bessel- 
sche Funktion der Ordnung 0 und ZL,,(x) das Laguerresche Polynom vom Grade 2k 
bedeutet. M. P.Geppert (Bad Nauheim). 

Lüders, R.: Eine Verallgemeinerung der Formel von Pollaezek-Geiringer und 
ihre Anwendung auf die Verteilungsfanktion der Hagelschäden. Z. angew. Math. 
Mech. 25/27, 21—28 (1947). 

Verf. verallgemeinert die Formel von Pollaczek-Geiringer auf den Fall von 
Ereignissen mit zeitlich veränderlicher Wahrscheinlichkeit. Ist » - (® die mittlere 
Anzahl der im k-ten Zeitabschnitt zu je » auftretenden Ereignisse, so ist die Wahr- 
scheinlichkeit für genau r Ereignisse im k-ten Zeitabschnitt 


ENT Te ih, sie 
Be . q ä ern (k=0,1,::-,n—1). 
el) y! Y! 
n+2n+e-r 
Unter der Annahme 
1) — 1» m(k) 
A a 
2 1 n—l 
nit m%) == „iR — 2 h(®) + Der, ME — > m(k) 
= na 
nk—3 
und RE ie en ERLITT) 
bestimmt Verf. mit Hilfe der erzeugenden Funktion 
oO 
ner er ar zr 
r=0 
die Konstanten », aus der beobachteten Verteilung 
1." 
2. =: (%) 
ee 


Das Verfahren wird angewandt auf die Verteilung der wöchentlichen Anzahl von 
Todesfällen an Meningitis und die Verteilung der jährlich verhagelten Flächen und 
liefert hierbei bessere Annäherung an die empirischen Daten als die Poissonsche 
Formel und die Pollaczek-Geiringersche Formel. M. P. Geppert (Bad Nauheim). 


Geometrie. 
Grundlagen. Nichteuklidische Geometrie: 


Bachmann, F.: Konstruierbarkeit mit Lineal, Reehtwinkelmaß und Eichmaß in 
einer Geometrie mit euklidischer Metrik, ohne Voraussetzung des Parallelenaxioms. 
Ber. Math.-Tagung Tübingen 1946, 38—40 (1947). 

Forder, H. G.: The eross and the foundations of euelidean geometry. Math. 
Gaz., London 31, 227—233 (1947). 

Cross ist ein durch ein geordnetes Geradenpaar gegebener, bis auf Vielfache 
von x bestimmter „Winkel“. Es soll gezeigt werden, daß sich mit Hilfe 


r 
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dieses Begriffs ein großer Teil der euklidischen Geometrie aufbauen läßt. Es wi 
festgesetzt: Für je drei Punkte A, B,C soll das cross ABC eine ree 
Zahl modulo 1 sein (es werden also die Winkelgrößen durch x dividiert gedacht) 
und es sollen die folgenden Axiome gelten: . APB+BP C=APCZ 
I.BCA+CAB+ABC = 0; III. Wenn A, B, C verschieden und ABC =0, 
so ACB=0; IV. Wenn A, B,C, D verschieden und ABC=ADC, so 
ACB= ADB. Das Axiom II führt zur Definition von „A, B, C liegen auf einer 
Geraden‘, das Axiom IV zur Definition von „A, B, €, D liegen auf einem Kreis“. 
Parallelität von A B und © D wird durch ABC =DCB eingeführt. Es wird‘ 
dann noch ein Existenzaxiom V hinzugenommen und z. B. der Pappus-Pascalsche 
Satz bewiesen. — Anschließend wird die Einführung der Kongruenz und der An- 
ordnung besprochen. Zur Begründung der Anordnung werden Winkel zwischen 
Halbgeraden, mit einem Umlaufssinn, eingeführt, also Symbole 4 BC, die reelle 
Zahlen modulo 2 bezeichnen. — In einem Appendix wird die Begründung der affinen 
Geometrie mit einem verwandten Formalismus behandelt, indem ABC den 
Dreiecksinhalt (eine reelle Zahl, nicht modulo 1 oder 2) bezeichnet. Bachmann. 

Maier, W.: Pyramidenmessung durch Dilogarithmen. Ber. Math.-Tagung Tü- 
bingen 1946, 104—106 (1947). ; 

Bloch, A. et 6. Guillaumin: Sur le volume des poly&dres non euelidiens. ©. r. 
Acad. Sci., Paris 224, 1690—1692 (1947). 

Schon Gauß, Lobatschewsky und Schläfli kannten den Zusammenhang 
des Eulerschen Dilogarithmus _ 


7 . 
dilz— [ letz 1) 7, N 
= - 
i 
mit dem Probleme des nichteuklidischen Polyedervolumens. Er beruht darauf, 
daß sich Integrale der Form f [log R (x)] : S (x) dx mit rationalem R (x) und S.(x2) 
durch rationale Funktionen und Dilogarithmen ausdrücken lassen. — Ist 
f(x,y,z,1)=0 die Gleichung des absoluten Gebildes einer nichteuklidischen 
Metrik und D seine Diskriminante, so lautet das Volumintegral eines Raumstücks 
v_ / [ " VID] -dxdy de 
Pix, y, 1) 
Verf. nehmen f(x, y,z2,1) = x? — y?+ 2?—I? und erhalten nach der Gaußschen Inte- 
gralformel Yv l ff zdydz + ydıdı 
2 @— Ma + H—M 
Wenn die Hülle ebenflächig (polyedrisch) ist, kann das Doppelintegral weiter nach 
Stokes zerlegt werden in Kurvenintegrale der Form [ [log R(x)]: S(x) de, 
erstreckt längs der Polygonränder, wobei $8 (x) d« ein logarithmisches Differential 
ist. Das Ergebnis ist für den Polyederinhalt eine Summe von Dilogarithmen 
ohne rationales Zusatzglied. — Auch im vierdimensionalen nichteuklidischen Raum 
kommt man beim Polytopinhalt mit Dilogarithmen aus, in höheren Dimensionen 
braucht man etwas allgemeinere Funktionen. K. Strubecker (Karlsruhe). 


Elementargeometrie: 


Lesavre, J. et R. Mereier: Dix nouveaux polyödres semi-reguliers, sans plan 
de symötrie. ©. r. Acad. Sei., Paris 224, 785—786 (1947). 

Alle zehn Polyeder gestatten die Drehungen der Ikosaedergruppe. Ihre Flächen 
überschneiden sich. 5 von ihnen sind von regulären konvexen oder sternförmigen 
Polygonen begrenzt, die anderen sind dual dazu. Ott-Heinrich Keller (Dresden). 

Beylen, E. van: Oberflächenbereehnung von regelmäßigen nicht-konvexen Viel- 
ecken. Nieuw Tijdehr. Wiskunde 35, 105—109 (1947) [Holländisch]. 

Es werden Inhaltsformeln für die sternförmigen (n, p)-Ecke angegeben, die man 
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erhält, indem man einen Kreis in n gleiche Teile teilt und jeweils den m-ten Teil- 
punkt mit dem m + p-ten verbindet (pp <n; p,n teilerfremd; m + p ist mod. n 
zu verstehen). Bachmann (Berlin). 

Thebault, V.: Nouvelles spheres assoei6es au tötraddre. C. r. Acad. Sei., Paris 
224, 1614—1616 (1947). 

I. In einem Tetraeder 7 = ABCD schneiden folgende 12 Kugeln die Long- 
ehampssche Kugel des komplementären Tetraeders t=@,6,0,@, (G, Schwerpunkt 
von BUD,...) orthogonal: 1. Die Kugeln über den Medianen A G,,... als Durch- 
messern, 2. die Kugeln, die die Mongeschen Kreise der Steinerschen Inellipsen der 
Dreiecke BCD,... zu Großkreisen haben und 3. die Longehampsschen Kugeln der 
komplementären Tetraeder der Tetraeder QBCD, ... (Q Mongescher Punkt von T'). 

II. Beschreibt man um die Ecken von 7 in den Ebenen der Flächen des anti- 
podären Tetraeders 7’ von 2 Kreise, die den Mongeschen Kreisen der Steinerschen 
Inellipsen der Dreiecke des antikomplementären Tetraeders gleich sind, so liegen 
diese Kreise auf einer Kugel um 2, die dem durch die Umkugeln von 7 und t be- 
stimmten Büschel angehört. 

III. 2 fällt mit dem Potenzpunkt der orthozentroidalen Kugeln der Tetraeder 
QBCD,... zusammen (die orthozentroidale Kugel eines Tetraeders hat die Strecke 
zwischen dem Schwerpunkt und dem Mongeschen Punkte zum Durchmesser). 

IV. It 7T=ABCD ein Tetraeder mit Höhenschnittpunkt H, so fällt der Höhen- 
schnittpunkt jedes der fünf Tetraeder T, 7, =HBCD,... mit dem Potenzpunkt 
der orthozentroidalen Kugeln der vier andern zusammen. Zacharias (Quedlinburg). 

Thebault, V.: Sur la g&ometrie r&cente du tetra&dre. C. r. Acad. Sci., PariS 
224, 1267—1269 (1947). 

Einer Kugel (O0; R) sei ein Tetraeder "= A BCOD einbeschrieben. Nimmt 
man einen Punkt B und vier Längen /,, l,, !,, , beliebig an, so gibt es 8 Punkte & 
von folgender Eigenschaft: Wenn man von Q auf die Ebenen BCD,ODA,DAB, 
A BC die Lote A,,A,,4., A, fällt und auf diese P orthogonal in P,, Pr, Pe Pa 
projiziert, so gibt es 4 Winkel 9,, ®,, ®,, ®, derart, daß die geraden Kreiskegel 
mit den Scheiteln P,, P,, P., P,, den Achsen A,,4,,4,,4, und den halben 
Öffnungswinkeln 9,,9,,9,,0, die Ebenen BOD,CDA, DAB, ABC in 
4 Kreisen schneiden, die auf einer Kugel um Q mit dem Radius /,tg 9, = 1,tg d, = 
1.tg 9, =1,tg 9, liegen, und umgekehrt. — Fällt insbesondere P mit O zusammen, 
so kann man die Längen [/,,!,, !,, !; derart bestimmen, daß die Kugeln um die 
Punkte Q Tuckersche Kugeln werden. Ist P= 0, und settman , =, =L,=1y 
R, so fallen die 8 PunkteQ@ mit dem zweiten Lemoineschen Punkt L und seinen 
assoziierten zusammen, und die Kugeln werden zur zweiten Lemoineschen Kugel 
und ihren assoziierten. Auch die die Flächen von 7 berührenden Tuckerkugeln 
lassen sich aus dem allgemeinen Fall herleiten: Sie berühren die Flächen BCD, 
C DA, DAB,A BC in den Punkten, in denen sie von den Geraden A’L, B’L, 
0’ L, D’L getroffen werden, die L mit den Ecken A’, B’, €”, D’ des berührenden 
Tetraeders von T' verbinden. — Den Schluß bilden kurze Bemerkungen über An- 
wendungen auf das isodynamische Tetraeder (d.h. das Tetraeder mit gleichen 
Produkten der Gegenkanten) und das orthozentrische Tetraeder (d. h. das Tetraeder 
mit Höhenschnittpunkt). Zacharias (Quedlinburg). 

Thöbault, V.: La sphere de Longehamps d’un polyedre dont les sommets sont 
cosphöriques. C.r. Acad. Sci., Paris 225, 426—428 (1947). 

Jeder Ecke A,@=1,2,...,n) des Polyeders (P), dessen Ecken auf einer 
Kugel (0, R) liegen, entspricht das Polyeder (P,) der n— 1 übrigen Ecken. Die 
Schwerpunkte @', der (P,) liegen auf der Kugel (6 2 ) ‚ die aus (0, R) durch die 


n—1l 


Homothetie [e-.— entsteht. @ sei der Eckenschwerpunkt von (P), K? sei 
Rn 


Ir 
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die Summe der Quadrate der Entfernungen je zweier Punkte A, und (p) sei 
Polyeder 6,G,...@,. In dem Punkt 2, für den 0Q= „_",0@ ist, schneiden sich 


die Ebenen, deren jede durch den Schwerpunkt von n— 2 Ecken von (P) und durch | 
die Sehne durch die beiden übrigen Punkte geht. Die Punkte, für die die Summe 
der Quadrate ihrer Entfernungen von den Ecken A, gleich K? ist, liegen auf der 
Kugel (@, 07) mit op = 2 K?. Unter der Longchampsschen Kugel des Poly4 
eders (P) versteht Verf. die Kugel (2,, 0,), deren Mittelpunkt 2, das Spiegelbild | 
von Q bezüglich O und deren Radiusquadrat g? = a [4 (n— 1) R®— K?] ist. 
Sie ist orthogonal zu (@, 0), und die Potenzebene von (0, R) und (G, op) fällt mit 
der Polarebene von 2, für (G,c,) und mit der Polarebene von @ für (2,,0,) zu- 
sammen. Die Umkugel (O0, R), die Kugel ( 0, a) die Kugel mit dem Durch- 
messer 0.2, die Kugel (G, op) und die Longehampssche Kugel (2, 0) von (p), für die 
= Fin [4 (n— 1) R? — K?]ist, gehören einem Büschel an. Die Arbeit 
bringt außer den angeführten Sätzen noch mehrere andere, deren Wiedergabe hier 
zu weit führen würde. Beweise werden nicht gegeben. Die Ergebnisse der Arbeit 
stellen Verallgemeinerungen der Sätze dar, die fürn = 3 und n = 4 von Griffiths, 
Nouv. Ann. 1864, 345; 1865, 522 und Verf., dies. Zbl. 4, 361; 16, 269 und ©. R. Acad. 
Sci., Paris 224, 1614 (1947) angegeben worden sind. Zacharias ( Quedlinburg). 
Blanchard, R.: Les spheres de Hagge d’un poly&dre ä sommets eospheriques. 
C.r. Acad. Sei., Paris 225, 980—982 (1947). . 
Das Polyeder (P)= A,A4,...4, mit dem Eckenschwerpunkt @ sei einer 
Kugel mit dem Mittelpunkt O einbeschrieben. M sei ein beliebiger Punkt. Die 
Gerade M A, schneide die Umkugel zum zweitenmal in 4. In der Homothetie 
(-;— 5) entspreche der Mitte von A, A; der Punkt A;. Die Punkte 47’ liegen 
auf einer Kugel, der Haggeschen Kugel von M bezüglich (P). Von dieser Kugel 
gilt der Satz: Entspricht dem Punkt M in der Homothetie (e;— E at s) der Punkt M’, 
und ist (2 der Kantorpunkt von (P), d.h. der Schnittpunkt der Ebenen, deren jede 
den Schwerpunkt von n — 2 Ecken von (‚P) mit den beiden übrigen Ecken verbindet, 
so ist M’Q ein Durchmesser der Haggeschen Kugel von M, und die Umkehrung: 
Jede Kugel durch den Kantorpunkt Q eines Polyeders mit n auf einer Kugel liegen- 
den Ecken ist Haggesche Kugel des Punktes M, der dem Endpunkt des durch 2 


gehenden Durchmessers der Kugel in der Homothetie (6;— ;) entspricht. 
N — 

Ferner besteht der Satz: Die Punkte A} liegen auf den Kugeln (w,), die aus der 

Umkugel (0) durch die Homothetien (6; 55) entstehen, wo @, der Schwer- 


punkt der Ecken von (P°) mit Ausnahme von A, ist. Diese Kugeln gehen durch 2, 
und ihre Mittelpunkte o, entsprechen den Ecken A, in der Homothetie mit dem 


Verhältnis — , ‚ deren Zentrum der Mittelpunkt der Kugel durch die Punkte @, | 
ist. Zacharias (Quedlinburg). 


Thebault, V.: Triangles and eonies eireumseribed and inseribed. Amer. math. 
Monthly 54, 51—53 (1947). 


I. Die nichtfokale Achse des Kegelschnitts, der den Schwerpunkt @ eines 
gegebenen Dreiecks 7 zum Brennpunkt hat und dem antipedalen Dreieck von @ 


einbeschrieben ist, hat die Länge ß = + a2 + bt 02 (a,b, c die Seiten von T. 
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Das antipedale Dreieck von @ ist das Dreieck, für das die Ecken von 7 die Fuß- 
punkte der Eckenlinien durch @ sind). 

II. Die nichtfokale Achse der Drehfläche 2. Ordnung, die den Eckenschwer- 
punkt @ eines gegebenen Tetraeders 7 zum Brennpunkt hat und dem antipedalen 


Tetraeder von @ einbeschrieben ist, hat die Länge ß = = Vz a? (2a*—= Summe der 


Quadrate der Kanten von T). Zacharias (Quedlinburg). 
Thebault, V.: Concerning the Euler line of a triangle. Amer. math. 
Monthly 54, 447—453 (1947). 

(0, R) sei der Umkreis, @ der Schwerpunkt, H der Höhenschnittpunkt, A’ B’ 0’ 
das Höhenfußpunktdreieck des Dreiecks A BC. 4”, B”, 0’ seien die entsprechen- 
den Punkte der Höhenfußpunkte in der Homothetie (0; 2). O,,0,,0, seien die 
Mittelpunkte der Umkreise der Dreiecke BOC,CO04,AOB. Dann entspricht 
das Dreieck 0,0,0, dem Dreieck A’ B’C’ in der Homothetie (P; K), wo P der 
Punkt ist, der die Strecke HO in dem Verhältnis K=4 cos A cos B cos ( teilt. Die 
Kreise (O,), (05), (0.), die zu den Kreisen (O,), (0,), (0,) bezüglich BC, 0A, AB 
symmetrisch liegen, schneiden sich in einem Punkt @. Die Dreiecke 0,0,0, und 
0, 03 0. sind invers ähnlich und haben ihren gemeinsamen Höhenpunkt zum Doppel- 
punkt. Die Dreiecke 0, 0,0, und A’ B’C’ sind invers ähnlich mit dem Doppel- 
punkt #, der Mittelpunkt des Inkreises von O7, 0, 0, mit dem Radius 40 H ist. Die 
Dreiecke 0, 0,0, und A’ B’C’ (oder 0,0,0,) sind ortholog und metaparallel 
(metaparallel oder parallelog heißen zwei Dreiecke A, A, A, und B, B, B,, wenn 
die Parallelen durch A, zu B, B, durch einen Punkt gehen; dasselbe tun dann auch 
die Parallelen durch B, zu 4,4,). Die Punkte O und Q liegen einander auf der 
Hyperbel von Jerabek (dem Ort der Winkelgegenpunkte der Punkte der Euler- 
gerade von A BC) diametral gegenüber. Der Mittelpunkt h des Inkreises (h) des 
Fußpunktdreiecks des Winkelgegenpunktes Q’ von Q liegt auf der Eulergerade, 
und der Radius von (h) ist 4% Q’. Die Dreiecke A BC und 0,0,0, sind ortholog 
- und perspektiv; das Zentrum der Perspektivität ist der Winkelgegenpunkt N’ des 
Mittelpunkts N des Feuerbachschen Kreises, die Zentren der Orthologie fallen mit 
© zusammen, die Achse der Perspektivität ist ON”. Zacharias (Quedlinburg). 

Thöbault, V.: Tetrahedrons having a common face. Amer. math. Monthly 54, 
395—398 (1947). 

Der Hauptsatz der Arbeit lautet: Zwei Tetraeder T7=ABCD und T’’=4’BOD 
haben eine gemeinsame Fläche BO D. Die Lote in A auf den Flächen ACD, 
ADB,A BC treffen die Flächen A’OD,A’DB,4A’BCin A,, A,, A,, und die 
Lote in A’ auf den Flächen A’COD, A’DB, A’BC treffen die Flächen ACD, 
ADB,ABCinA4/, 4,, A, . Dann treffen sich die Lote von A auf die Ebene A, A, A, 
und von A’ auf die Ebene A/A7A} in einem Punkt der gemeinsamen Fläche BOD. 
Mit diesem Satz wird die Frage des Verf. in Ann. Soc. sci. Bruxelles 44, 302-307 (1925), 
wie folgt beantwortet: Zwei Tetraeder "= A BCD und T’=4’B’0’D’ sind homo- 
log (= perspektiv). Man bestimme wie im vorstehenden Satz die Punkttripel 
(A1, Ay, Ag), (A}, Ay, A) und entsprechend den Punkten B,C,D die Tripel 
(B,, By, B,), (B/, 55, B,).... Dann treffen sich die Lote von A, B,C, D auf die 
Ebenen A,4,4,, BB, B3,... in einem Punkt O und die Lote von ANBIERD: 
auf di Ebenen ANASAHBIB, B;,... in einem Punkt 0’, und O und 0’ sind ent- 
sprechende Punkte der Homologie. — Als Folgerung ergibt sich: In einem Tetraeder 
T= A BCD mögen die Lote in A auf den Flächen AOD, ADB, ABC die 
winkelkalbierenden Ebenen JO D,JDB,J BCin A,,4,, A, treffen. Entsprechend 
bestimme man von B, ©, D aus die Punkttripel (B,, By, B3), (CO, Ca, O3), (D, , Da, D3). 
Dann gehen die Lote von A, B, C, D auf die Ebenen A, A, 4,, B, B, B,, 0, 0, 05, 
D, D, D, durch die Punkte, in denen die Inkugel (J) die gegenüberliegenden Flächen 
berührt. Zacharias (Quedlinburg). 
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Analytische Geometrie. Projektive Geometrie: 


e Mason, T. E. and €. T. Hazzard: Brief analytie geometry. 2. ed. Boston: 
Ginn & Co. 1947. IX, 205 8. 

Bottema, O.: Welche Ellipse durch vier gegebene Punkte hat die kleinste Fläche. 
Nieuw Tijdschr. Wiskunde 35, 126—130 (1947) [Holländisch]. 

Gegeben sei ein konvexes Viereck und das Büschel der Kegelschnitte, die durch 
die Eckpunkte gehen. Es wird eine Gleichung dritten Grades aufgestellt, welcher 
der Parameterwert genügen muß, der einer Ellipse mit extremalem Flächeninhalt 
entspricht, und es wird gezeigt, daß stets genau eine Wurzel eine Ellipse mit mini- 
malem Flächeninhalt liefert. Für Vierecke mit speziellen Eigenschaften wird diese 
Gleichung näher diskutiert und aufgelöst. Bachmann (Berlin). 

Bosteels, 6.: Die Seyphoide, eine rationale Kurve vierten Grades. Nieuw 
Tijdschr. Wiskunde 35, 121—125 (1947) [Holländisch]. A 

Die Scyphoide (P. Huber, Diss. Bern 1910) ist definiert als der geometrische 
Ort der Punkte P,Q, die man folgendermaßen erhält: Man verbinde alle Punkte B 
einer festen Geraden g mit einem festen Punkt M, ziehe durch B jeweils die Senk- 
rechte zur Geraden M B und wähle auf dieser Senkrechten P und @ so, daß 
BP=BQ= BA ist, wobei A der Fußpunkt des von M auf g gefällten Lotes ist. 
Es wird diese Kurve an Hand ihrer rationalen Parameterdarstellung diskutiert und 
gezeigt: Zieht man an einen Kreis die Tangente in einem festen Punkt A, durch- 
läuft B diese Tangente und ist € der Berührungspunkt der zweiten von B gezogenen 
Tangente, so liegen die Mittelpunkte der zu den Schenkeln BC und AB ge- 
hörenden Ankreise des Dreiecks A BC auf einer Scyphoide. Bachmann (Berlin). 

Simpson, H.: On the nodes of a rational plane eurve. Math. Gaz., London 31, 
161—163 (1947). 

Sind f(t) ‚p(t),yp(t) Polynome n-ter Ordnung in £, sostellt :9:2= f(t) : @(t) :yp(t) 
eine rationale ebene Kurve n-ter Ordnung dar, deren Doppelpunkte (Parameter x, ß) 
aus den Gleichungen 

KAIFB = P/PLB) = yla)/p(ß) 


folgen, d.h. aus dem Gleichungspaare 
VA -IBr) _ü  TAIrÄA- PA vl) _ 0 


a—ß &—B EM 
das den Nachteil aufweist, erstens unsymmetrisch zu sein und zweitens die problem- 
fremden Nebenlösungen y (x) =y(ß) = 0 zu besitzen. — Verf. gibt eine sym- 


metrische Lösungsmethode an, in die nur die Verbindungen u=x-+ß und 
v=a&:ß eingehen und die übersichtlich gebaute Determinanten (n + 1)-ter 


Ordnung A=0,A,=0,...4A,-. = 0 benutzt, in denen außer u und » nur die 
Koeffizienten der Polynome f(t), @ (1), y (t) vorkommen. — Einige Beispiele er- 
läutern das einfache Verfahren. K. Strubecker (Karlsruhe). 


Bottema, 0.: Ein Satz von Appell über das Zylindroid. Mathematica, Groningen 
14, 1—4 (1947) [Holländisch]. 

Appell hat bewiesen, daß das Zylindroid die einzige Regelfläche ist, deren 
Fußpunktkurven bezüglich aller Punkte des Raums eben sind. Verf. beweist diesen 
Satz analytisch, indem er von der Frage ausgeht, ob es möglich ist, vier Geraden 
derart zu wählen, daß die Fußpunkte der auf sie gefällten Lote von irgendeinem 
Punkt P des Raums koplanar sind. Er findet, daß die vier Geraden einer Ebene 
parallel sein und ein gemeinschaftliches Lot m besitzen müssen. Der Ort der Punkte 
P besteht dann im allgemeinen aus den beiden isotropen Ebenen durch m. Sind aber 
die Lotfußpunkte von irgendeinem reellen nicht auf m liegenden Punkt P koplanar 
so sind die Fußpunkte bezüglich aller Punkte des Raums koplanar, und dieser Fall 
tritt ein, wenn die vier gegebenen Geraden Erzeugende eines Zylindroids sind. Da 


ypi 


ein solches durch drei Erzeugende bestimmt ist, so ist damit der Satz von Appell 
bewiesen. Zacharias (Quedlinburg). 

Pigott, H. E. and A. Steiner: Isogonal eonjugates. Math. Gaz., London 31, 
130—144 (1947). 

Die Verf. geben eine elementare Darstellung der Theorie der isogonalen und 
der isotomen Punkte bezüglich eines Dreiecks, bei der die meisten mit diesen quadra- 
tischen Verwandtschaften verbundenen merkwürdigen Figuren und Eigenschaften 
zur Sprache kommen, wie die Brocardschen Punkte und Kreise, die Simpsonschen 
Geraden, die Punkte und Kreise von Lemoine usw. Ferner werden die Steinersche 
Ellipse und überhaupt die Eigenschaften der Umkegelschnitte des Dreiecks sehr 
elementar entwickelt. Zur analytischen Beschreibung werden Dreieckskoordinaten 
mit dem Inkreismittelpunkt bzw. Schwerpunkt als Einheitspunkt (sog. trimetrische 
bzw. baryzentrische Koordinaten) verwendet. Eine Reihe von Anwendungen, z. B. 
ein einfacher Beweis des Pascalschen Satzes, beschließen die Note, die an sich Neues 
nicht enthält. K. Strubecker (Karlsruhe). 

Goodstein, R. L.: Commutative involutions. Math. Gaz., London 31, 224—226 
(1947). 

Wird das System aller zu einer Involution I gehörigen Punktpaare durch eine 
andere Involution /’ in sich verwandelt, dann heißen beide Involutionen befreundet, 
und nur in diesem Fall sind sie auch vertauschbar: gehören I und /’ zu einem 
Kegelschnitt &, so sind ihre Pole in bezug auf & konjugiert. Weitere einfache Sätze, 
welche sich auf vertauschbare Involutionen beziehen, werden vom Verf. durch 
synthetische Betrachtungen im reellen Gebiet bewiesen. P. Buzano (Torino). 

Barrau, J. A.: Eine ungleiehmäßige Konfiguration in der Ebene. Nieuw 
Tijdschr. Wiskunde 35, 93—96 (1947) [Holländisch]. 

Es wird gezeigt, daß man zu vier al'gemein gelegenen Punkten 3, 4, 5, 6 der 
‚projektiven Ebene stets zwei weitere Punkte 1, 2 so hinzunehmen kann, daß die 
15 Verbindungsgeraden 12,13,...,56 zu je dreien durch zehn weitere Punkte 
1,H,...,X gehen. Die 15 Geraden bilden mit den Punkten 1,2,..., 6 eine Kon 
figuration (6-, 15,), mit den Punkten I,II,...,X eine Konfiguration (10,, 15,). 
Zusammen bilden diese Punkte und Geraden eine ‚„ungleichmäßige Konfiguration“ 
(6, + 10,, 15,). Es wird die Substitutionsgruppe dieser Konfiguration aufgestellt. 
Sie ist von der Ordnung 120 und besitzt eine Untergruppe von der Ordnung 60, 
deren Elemente Kollineationen der projektiven Ebene sind und die durch ihre in- 
volutorischen Elemente erzeugt wird. Bachmann (Berlin). 


Vektor- und Tensorrechnung: 


Emde, F.: Divergenz und Rotor in nicht-flächennormalen Vektorfeldern. Z. 
angew. Mech. Math. 25/27, 130—131 (1947). 

Ist ? = 1 und sind f und v linear unabhängige Vektoren (des dreidimensionalen 
euklidischen Raumes), so ist offenbar auch der Vektor t = [fv] +fy 1— [fv]? 
ein Einheitsvektor, wenn [fv] das sogenannteVektorprodukt derVektoren f und v 
bezeichnet. Verf. berechnet mit Verwendung der veralteten Symbolik und Termino- 
logie nach J. Spielrein die Divergenz und die sogenannte Rotation des Vektor- 
feldes t—= t(x, y, 2) aus dem Ansatz t=f+®r mit der Annahme t=f für 
r={#,y,z}= 0. Der „Abweichungsvektor“ t—! verschwindet somit für r = (0. 
Für r #.0 läßt sich t— f in eine radiale, eine zirkulare und eine Komponente fester 
Richtung zerlegen. Für div t und rot t ergibt sich schließlich div t = 2g, rot t=xb 
204. Dabei sind 1,9 =[b £], b Tangente, Hauptnormale und Binormale längs 
der betrachteten Feldlinie, x deren Krümmung (im Nullpunkt) und o und o Koeffi- 
zienten, welche Verf. anschaulich deutet. M. Pinl (Köln). 

Bödewaldi, U. T.: Vektoroperatoren in der Flächengeometrie. Ber, Math.-Tagung 
Tübingen 1946, 46—47 (1947). 
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Kosambi, D.: Les invariants difförentiels d’un tenseur covariant & deux indices. 
C.r. Acad. Sei., Paris 225, 790—792 (1947). 

Ein beliebiger kovarianter Tensor zweiter Stufe g,, läßt sich stets in einen 
symmetrischen, g,;, und einen schiefsymmetrischen, g,;, kovarianten Tensor 


zweiter Stufe aufspalten. Der symmetrische Teil repräsentiert in bekannter Weise 
eine Riemannsche Metrik ds? mit ihren Differentialkomitanten nullter und zweiter 


Ordnung, |94,| #0 und R,,... Verf. stellt sich die Aufgabe, die Differential- 
komitanten für den allgemeinen (asymmetrischen) Tensor g,, aus dem Variations- 


prinzip 
i 
lo 5 du do = 0 
zu gewinnen. Die Berechnung der Dreizeigerysmbole T',,, in den zugehörigen 


Eulerschen Gleichungen des Variationsproblems führt für g,,,;; = 0 auf die Christoffel- 


schen Klammern erster Art zurück, für g,,, = 0 dagegen auf einen Tensor dritter 
Stufe, der (vom Typus eines Stokesschen Tensors) dann und nur dann verschwindet, 
wenn 91; selbst einen Stokesschen Tensor (Rotation eines kovarianten Vektors) 
darstellt. Für |g4„| + 0 existieren die kontravarianten Komponenten g?, Mit 


ihrer Hilfe definiert Verf. die Symbole I; = gi" T',,, als Komponenten eines (asym- 


metrischen) affinen Zusammenhanges. E. Cartans Torsionstensor des asymmetri- 


schen affinen Zusammenhanges ist dann durch 7}; = güin 7} „er gegeben. M. Pinl. 
Blum, R.: Sur les tenseurs d6rives de Gauss et Codazzi. C. r. Acad. Sei., Paris 
224, 708—710 (1947). 


Nach dem Einbettungssatz von L. Schlaefli und E. Cartan gestatten die 


Differentialgleichungen der Einbettung einer V, mit gegebenem positiv definiten 
ds? in einen euklidischen R„;, stets dann ein reelles Lösungssystem b,,;, (zweite 
Fundamentaltensoren, ,k=1,2,..,n; x=1,2,...,») und f,»7; (Torsionsten- 


n(n— 1) j : : 
35 —. Die Einbettungsdiffe- 


rentialgleichungen zerfallen in das System (A) der Gaußschen Grundgleichungen 
G;xım = 0, das System (B) der Codazzischen Grundgleichungen C,y,,,; = 0 und 
das System (C) der Ricei- Kühneschen Grundgleichungen Kaya; = 0. Die 
Tensoren dieser Systeme ergänzt Verf. durch die abgeleiteten Tensoren von Gauß 
und Codazzi 


Bene n., „nIi=la.. .w, wonne > 


(D) Gikim Eu V) Gikım nn Vi Gkpim air Vk Garn ’ 

(E) Cafpikı = V, Canmı + Vi Capkpı + Vr Cappiı 

von & (n?— I)n?(n— 2) bzw. rn (n®—1) (n— 2) Komponenten. (Die la- 
teinischen Indizes durchlaufen stets die Werte 1,2,.. .,n; die griechischen 1, 2,... . ‚»). 


Sodann gilt: (1) die Gleichungen von Ricei-Kühne sind eine Folge der Gleichungen 
von Gauß und Codazzi, wenn der Rang der Matrix des Systems 


(E’) bayın Kapyın + dan: Kapten + dan Kapıpı = 0 
(für $Zyn w—1)(n— 1) unbekannte Funktionen K,zj;,) maximal ist. (2) für 


0<»r Sin(n—2) sind die Gleichungen von Codazzi eine Folge der Gleichun- 
gen von Gauß, wenn der Rang der Matrix des Systems 

(D’) ba/n ı Oxferm + bayıı Caromt Baskı Cap im ba/pm Cajir ı—Balim Cap —barzm Caipiı =D 
(für vn (n?— 1) unbekannte Funktionen C,,,.) maximal ist. (3) für In (n— 2) 
<vsyn(n—1) sind gewisse der Codazzischen Gleichungen eine Folge der 
Gaußschen und der restlichen Codazzischen Gleichungen, wenn der Rang der Matrix 
des Systems (D’) maximal ist. Da die Elemente der Matrizen der Systeme (D’) 
und (E’) nur aus Komponenten der Tensoren b,/;, bestehen, gilt ferner: (4) für 
"<v S#n(n—2) ist die Klasse k der V, (Klasse der quadratischen Differential- 


u 
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form ds?) <v, wenn die Gaußschen Gleichungen ein reelles Lösungssystem byj;,. 
gestatten, für welches die Rangzahlen der Matrizen der Systeme (D’) und (E’) 
"—1;st die Klasse k der V,<», 


wenn die Gaußschen Gleichungen ein reelles Lösungssystem by/;, gestatten, für wel- 
ches die Rangzahlen der Matrizen der Systeme (D’) und (E’) maximal ausfallen 
und welches ferner zusammen mit passend gewählten Komponenten t, Bi Zuinken 2 


_2 . 
- k _ ) Gleichungen des Codazzischen Systems genügt. M. Pinl (Köln). 


maximal ausfallen. (5) für In n— 2) <y<n 


2 


Haack, W.: Über eine optisch-invariante Schar von Regelflächen eines Strahlen- 
komplexes. Ber. Math.-Tagung Tübingen 1946, 70—72 (1947). 


Differentialgeometrie in euklidischen Räumen: 


Bol, @.: Algebraische Flächen in der Differentialgeometrie. Ber. Math.-Tagung 
Tübingen 1946, 42—44 (1947). 

Sauer, R.: Finite Analoga zur Differentialgeometrie der Asymptotennetze. Ber. 
Math.-Tagung Tübingen 1946, 127—129 (1947). 

Pinl, M.: Über Flächen mit isotropem mittleren Krümmungsvektor. Ber. Math. 
Tagung Tübingen 1946, 121—122 (1947). 

Lalan, V.: Sur un syst&öme de Pfaff de trois &quations öquivalent aux &quations 
de Codazzi et de Gauss. C. r. Acad. Sci., Paris 224, 518—520 (1947). 

In einigen vorhergehenden (Ref. zur Zeit unzugänglichen) Noten hatte Verf. 
die E. Cartanschen Methoden des repere mobile der Flächentheorie auf den Fall 
eines repere biisotrope spezialisiert [vgl. Verf., C.r. Acad. Sci., Paris 222, 632—633; 
223, 569—571, 707—709, 883—885 (1946)]. Sind dann w,, ®, die Pfaffschen Formen 
eines solchen repere biisotrope, so schreiben sich die beiden Fundamentalformen 
der Flächentheorie in der Gestalt 


20, ® e ü H 
—, 0+2ßo,0+ o (B=3)- 


Werden die Study-Vessiotschen natürlichen Parameter der isotropen Kurven als 
Flächenparameter eingeführt, so ist die mittlere Krümmung H der Fläche nach 
einem bekannten Satz von L. Berwald notwendig konstant (vgl. z. B. W. Blaschke, 
Differentialgeometrie I, 3. Aufl., Berlin 1930, S. 234). Insofern ist die Bezeichnung 
„les differentielles des pseudoares des lignes minima“ für ©, und iw, ohne Ver- 
gleich der früheren Noten des Verf. mißverständlich, da Verf. über die mittlere 
Krümmung H keinerlei Voraussetzung einführt. An Stelle der Gauß-Codazzischen 
Gleichungen gewinnt Verf. das Pfaffsche System 


dH =—2A(rw 43%), = =y+/9,4=d-+iy-+ (4- )ö, 


dessen Koeffizienten r und s aus der Variation des repere biisotrope gewonnen wer- 
den und dessen Koeffizienten 


LYE per N AuH 1 4,(lg A) 
gegeben sind. 4, © und ® sind Pfaffsche Formen, die sich aus &, und @, linear (mit 
bekannten’ Koeffizienten) kombinieren. M. Pinl (Köln). 


Lalan, V.: Sur le systeme de Pfaff-Codazzi-Gauss. C. r. Acad. Sci., Paris 224 
1201—1203 (1947). 

Verf. hatte in einer vorhergehenden Note (vgl. vorsteh. Referat) die Gaußscher 
und Codazzischen Grundgleichungen der Flächentheorie durch ein System dreier 


Pfaffscher Gleichungen ersetzt. Zur. Anwendung dieser Methode nimmt Verf. nun- 
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'mehr an, die isotropen Kurven der Fläche wären bekannt. Den lassen sich 
beiden Pfaffschen Formen der ersten metrischen Grundform m in der Be- 
zeichnung von E. Vessiot o! = YLdu, 02 = VNdwschreiben. Für die Codazzi- 


schen Gleichungen ergibt sich in diesem Falle H,/L, = H,/N, = A/YLN ‚für die 
Gaußsche Gleichung H®— L N H2/I2 = H,/L, (log H, /L,),,. Um H = const aus- 
zuschließen, dürfen w!, &2 nicht als exakte Differentiale angenommen werd 
\_ Sodann setzt Verf. die Kurven gleicher mittlerer Krümmung auf der Fläche 
als bekannt voraus (mit Ausschluß der Weingartenschen Flächen). In diesem Falle‘ 
gelingt es, die Codazzischen Gleichungen durch die Relationen H = f(a), A = BF) 

auszudrücken. Mit Hilfe der Beziehung H = f(x) läßt sich jetzt die Gaußsche 
Gleichung auf eine gewöhnliche Differentialgleichung dritter Ordnung reduzieren. — 


Schließlich setzt Verf. die Pfaffsche Form 4 


4 -(s-2)0,+(r—2)o, 

(deren Koeffizienten aus der Variation des ‚‚repere biisotrope“ bekannt sind) als 
exaktes Differential an. Aus den Codazzischen Gleichungen folgt dann H = f({u + v). 
In diesem Falle handelt es sich um Flächen sogenannter isothermer mittlerer Krüm- 
mung, von welchen Verf. bereits früher typische Beispiele angegeben hatte [vgl. 
Verf., C.r. Acad. Sei., Paris 223, 883—885 (1946)]. M. Pinl (Köln). 

Efimoft, N.: Etude des deformations infiniment petites de eertaines elasses de 
surfaces. Mat. Sbornik, 11. s. 20, 27—51 und franz. Zusammenfassung 52—53 (1947) | 
[Russisch ]. 4 

Die Arbeit bringt neue Ergebnisse zur Theorie der Flächenverbiegung im 
Großen. Verf. knüpft an zwei Arbeiten des Ref. an: Sb. preuß. Akad. Wiss. 1930, 
123-133 [R I] und Math. Z. 36, 110-121 (1932) [R II]; vgl. dies. Zbl. 5,24. InRI 
wurde die infinitesimale Unverbiegbarkeit (Starrheit 1. Ordnung) offener konvexer 
Flächen mit solchen (endlich vielen) ebenen parabolischen Rändern bewiesen, daß 
die Ebene jedes Randes zugleich Tangentialebene in allen Punkten dieses Randes 
ist. Das „Äußere“ der Kreisringfläche liefert ein einfaches Beispiel. — Verf. betrach- 
tet Flächen mit durchweg positiver Krümmung und endlich vielen ebenen Rändern 
ohne gemeinsame Punkte. ‚Jede Eifläche, von der man endlich viele ebenrandige 
Kalotten abgeschnitten hat, ist von dieser Beschaffenheit. Man stelle sich aus ihr 
eine geschlossene Fläche her, indem man die von den Rändern begrenzten Ebenen- 
stücke (Deckel) in die Löcher einfügt und mit der Fläche ‚verklebt. Die ent- 
stehende Fläche ist starr von 1. Ordnung. Benützt wird die Formel von Blaschke, 
die das gemischte Volumen von Fläche und assoziierter Fläche (Drehriß) in ein 
Randintegral verwandelt, in demselben Sinne, wie das in R I geschieht. Aber Verf. 
führt ein ganz neues Moment in die Betrachtungen ein, insofern Deformationen 
von Kurven in diesem Zusammenhang untersucht werden. Es handelt sich um zwei 
Sätze dieser Art. Der erste ist bekannt. Er wurde bewiesen von E. Schmidt 
(Sb. preuß. Akad. Wiss. 1925, 485-490, oder Blaschke, Differentialgeometrie I, Berlin 
1930, $ 31, Satz Ib, Verallgemeinerung eines Satzes von Axel Schur) und wird hier in 
die Sprache der unendlich kleinen Deformationen übertragen. Der zweite stammt 
vom Verf.: Wird eine ebene konvexe geschlossene Kurve einer unendlich kleinen 
Deformation unterworfen, die die Länge der Kurve nicht ändert und die Krümmung 
nirgends verkleinert, so ist die Zusatzgröße dieser Deformation (,‚‚Geschwindigkeits- 
feld“) überall zur Kurvenebene orthogonal. In Verbindung mit dem Satz von 
E. Schmidt ergibt sich hieraus, daß es bei der erwähnten Fläche mit ebenen Rän- 
dern, solange sie durch Deckel nicht verschlossen ist, mindestens auf einem Rande 
beliebig benachbarte Punkte geben muß, deren Abstand sich bei einer Verbiegung 
1. Ordnung der Fläche vergrößert. Indem die eingefügten Ebenenstücke die Ver- 
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größerung verhindern, bewirken sie die Starrheit. Werden nicht alle Öffnungen ver- 
schlossen, so behält der Kurvensatz für die übrigen Ränder seine Gültigkeit. Wie 
man sieht, wird dieselbe Wirkung auf den gekrümmten Teil der Fläche auch noch 
erzielt, wenn man in die Ebenenstücke Löcher schneidet, wofern nur ein Ebenen- 
streifen von endlicher Breite längs des Randes bleibt. — Die Betrachtung wird auf 
Flächen der Krümmung Null mit zwei geschlossenen Rändern in parallelen Ebenen 
übertragen. Hier besteht nun keine Starrheit 1. Ordnung, sondern erst eine solche 
2. Ordnung. Benützt werden die Formeln, die Ref. in R II für 2. (und höhere) Ord- 
nung abgeleitet hat. Aber alles, was vorher über die konvexen Flächen gesagt wurde, 
die Vergrößerung der Randpunktentfernungen und die Wirkung der ebenen Deckel- 
stücke betreffend, bleibt gültig, einzig mit dem Unterschied der Ordnung und der 
Ränderzahl. — Schon in R II war die versteifende Wirkung gewisser ebener Rand- 
streifen als Satz von der Starrheit (2. Ordnung) der geschlossenen Rinnen mit ebenen 
konvexen Leitkurven festgestellt worden. Eine ebene geschlossene konvexe Kurve 
trenne ein Gebiet von Punkten positiver Gaußscher Krümmung einer Fläche von 
einem solchen mit Punkten negativer Krümmung, und die Kurvenebene sei in allen 
Punkten dieser parabolischen Kurve Tangentialebene und Stützebene der Fläche. 
Geschlossene ebene Rinne wurde ein Flächenstück genannt, das durch eine der 
Tangentialebene beliebig benachbarte, etwa parallele Ebene abgeschnitten wird. — 
Für den Satz von der Starrheit der Rinnen liefert Verf. nun einen neuen Beweis, 
in dem er den Formelapparat der Verbiegungen 2. Stufe nicht benötigt und nur 
dreimalige Differenzierbarkeit des Ortsvektors der Fläche, den Ref. als analytisch 
angenommen hatte, voraussetzt. Es ist natürlich, daß schon früher benutzte Ge- 
dankengänge hereinspielen, z. B. der Parsevalsche Satz, um die Periodizität längs 
der Rinne auszunutzen; aber auch hier kommt als neues Moment ein Satz über 
Kurvendeformation, und zwar Deformation eines Kreises, zur Geltung. Leider wird 
nämlich der Beweis nur für den Fall geführt, daß die Leitkurve der Rinne ein Kreis 
ist. Insofern nicht beliebige konvexe Ränder untersucht werden, bleibt hier ein 
Aussicht versprechendes, wenn auch vielleicht nicht ganz einfaches Problem be- 
stehen. E. Rembs (Berlin). 

Vineensini, P.: Sur une propriet& relative & la döformation des surfaces. C. r. 
Acad. Sci., Paris 224, 520—522 (1947). 

Ankündigung einer Arbeit über gewisse Netze auf Flächen. 

Jedem Punkt P (u, v) einer Fläche sei ein Punkt J seiner Tangentialebene in 
der Entfernung a (vw, v) zugeordnet, so etwa, daß die PJ Tangenten der Kurven 
v = const sind. Es soll einer Verschiebung von P auf der Fläche eine dazu senkrechte 
von .J entsprechen. Das erfordert das Verschwinden einer leicht angebbaren quadra- 


tischen Differentialform. Das so bestimmte Netz ist biegungsinvariant. — Es wird 
angegeben, was das Verschwinden eines oder zweier Koeffizienten der quadratischen 
Form oder ihr identisches Verschwinden bedeutet. — Besonderes Interesse wird 


dem Fall zugewandt, daß die Fläche Mittelpunktsfläche einer Kugelkongruenz ist 
und die Punkte J in den Tangentialebenen die Spurpunkte der Kontaktsehnen 
sind. (Verbindungslinien der 2 Punkte, in denen die Kongruenzkugeln die 2 Envelop- 
penmäntel berühren.) Es werden für diesen Fall die Fragen beantwortet, wann das 
Netz orthogonal ist, wann das Netz der Minimalkurven, wann konjugiert, wann 
ein NetZ virtueller Haupttangentenkurven, und wann nur eine Schar der Netzkurven 
aus virtuellen Haupttangentenkurven besteht. E. Rembs (Berlin). 

Haimoviei, A.: Sur une elasse de surfaces en relation avee les d&veloppables 
d’une eomgruence de droites et sur les surfaces ayant un r6seau orthogonal de eourbes 
planes. ©. r. Acad. Sci., Paris 225, 275—277 (1947). 

Die Frage nach den Flächen, die ein Orthogonalsystem aus ebenen Kurven 
tragen, führt auf eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung. Aus allgemeinen 
Existenzsätzen über die Lösungen solcher Gleichungen folgen die Sätze: 1. Sind 
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zwei beliebige abwickelbare Flächen gegeben, so gibt es durch eine beliebige Raum- 
kurve eine und nur eine Fläche, auf der die Ebenen der Abwickelbaren ein oribau 
gonales System bestimmen. — 2. Ist ein beliebiges Strahlsystem mit abwickelbarenZ 
Brennflächen gegeben, so gibt es durch eine beliebige Raumkurve eine und nur 
eine Fläche, auf der die Torsen des Systems ein Orthogonalsystem bilden. — 3. Ist 
ein beliebiges Strahlsystem gegeben, so geht durch jede Raumkurve eine Fläche, 
auf der die Torsen des Strahlsystems ein Orthogonalnetz bestimmen. Sonderfälle: 
a) Das Orthogonalsystem besteht aus Krümmungslinien, b) die Brennflächen - 
arten in Kurven aus, c) die Ebenen des Systems liegen in einem Bündel, d) das 
Strahlsystem ist ein Normalensystem. K. Strubecker (Karlsruhe). 

Schneidt, M.: Flächentransformationen durch zyklische Strahlensysteme. Wissen- 
schaftl. Beilage z. Bericht d. Städt. Oberschule f. Mädchen am St. Anna-Platz in 
München f.d. Schulj. 1946/47. hi 4 

Im Anschluß an seine frühere Arbeit ‚‚Über Flächen mit endlichen Rangzahlen“ - 
[Deutsche Math. 7, 500-517 (1944)] untersucht Verf. Flächen r, die von den Torsen 
eines Strahlensystems S in einem Netz konjugierter Kurven geschnitten werden. Sind 
b, b, die Brennflächen von S, so gilt für r die Darstellung 

21% hb—fb, s j' 
u a; 

dabei genügen f, f} den beiden Differentialgleichungen, die durch die Laplacesche 
Transformation von b, b, entstehen. Verf. behandelt eine Reihe von Sonderfällen, 
in denen es außer r noch eine zweite Fläche r gibt, die zu einem Funktionspaar 
f, fi gehört. Der triviale Fall, in dem f— f= f,— f, = konst. ist, wird ausgeschlos- 4 
sen. Der Übergang von r zu x ist die Flächentransformation, die der Arbeit den 
Titel gab. — Strahlensysteme, deren Torsen r in Krümmungslinien schneiden, nennt 
Verf. K-Systeme. Ein K-System, das kein Normalensystem ist, schneidet stets 
noch eine zweite Fläche r in Krümmungslinien. — Ein Strahlensystem heißt zyk- 
lisch, wenn die Brennpunkte b, b, auf jedem Strahl von den Tangenten der Krüm- 
mungslinien einer Fläche g ausgeschnitten werden. Bei den zyklischen K-Systemen 
läßt sich die Transformation r, rg gut übersehen und das Bogenelement (dr)? aus 
dem von (dr)? und Größen des Strahlensystems bestimmen. — Sind in einem 
K-System x und £ Isothermflächen, so werden auf jedem Strahl b, b, durch x, £ 
harmonisch getrennt. Nach weiteren Beispielen, die im Zusammenhang mit den 
Flächen konstanten Krümmungsmaßes, den Guichardschen bzw. den Ribaucour- 
schen Strahlensystemen stehen, behandelt Verf. Strahlensysteme, in denen r, Tas 
b, b, harmonisch liegen. Ist x eine auf konjugierte Parameterlinien bezogene Fläche, 
auf der für die Christoffelsymbole die Gleichung gilt 
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so ist sie harmonisch trennende Fläche von unendlich vielen Strahlensystemen. 
(Bem. d. Ref.: Die ersten 5 Gleichungen von Seite 11 sind nicht verträglich; laut 
Mitteilung des Verf. fehlt auf der linken Seite der beiden ersten Gleichungen 
ein Minuszeichen.) W. Haack (Bad Gandersheim). 
Topologie: 

Choquet, G.: Sur les notions de filtre et de grille. ©. r. Acad. Sci., Paris 224, 
171—173 (1947). 

H.Cartan [©. r. Acad. Sei., Paris 205, 595—598 u. 777—779 (1937); dies. 
17, 243; 18, 3; N. Bourbaki, Topologie generale, Paris 1940, dies. Zbl. 26, 431] 
hat den wichtigen Begriff eines Filters % auf einer Menge E eingeführt: % ist ein 
System © von Teilmengen von E, welches folgenden drei Axiomen genügt: A,. 
Die leere Menge Ö ist nicht Element von &; A,. Aus A€e&, ACB folgt BES; 
A,. Aus AE&, Be & folgt ABe ©. Verf. betrachtet neben A, folgendes Axiom A}. 
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Aus A€ &, Bnone & folgt A—ABE ©. Er nennt ein System © von Teilmengen 
von E, welches den Axiomen A,, A,, A}, genügt, ein Gitter (grille) & auf X. Ist 5 
ein Filter auf E, so ist das System @(%) aller Teilmengen A von E, die mit allen . 
Mengen B aus % nicht leere Durchschnitte A B haben, ein Gitter & auf E. Ist & 
ein Gitter auf E, so ist das System F(®) aller Teilmengen A von E, für welche 
E— A non € @ ist, ein Filter $ auf E. Aus & = @($) folgt % = F(6) und umge- 
kehrt; Verf. nennt daher % und & assoziiert. Jede mittels Filtern formulierte 
Aussage läßt sich auch mittels Gittern formulieren und umgekehrt. — Die Begriffe 
einer Filterbasis und der Erzeugenden eines Filters lassen sich auch auf Gitter 
übertragen. — Eine topologische Anwendung: Jedem Element i einer Menge E sei 
eine Teilmenge M,, eines topologischen Raumes R zugeordnet. Ist % ein Filter auf E, 
so heißt ein Punkt p von R ein Limespunkt des Mengensystems {M,} nach %, 
wenn für jede Umgebung U von p ein A€% existiert derart, daß VM, + ist 
für jedes i€ A; die Menge Z aller Limespunkte nach % heißt die Limesmenge von 
{M,} nach %. (In dieser Verallgemeinerung des Limesbegriffes auf Mengensysteme 
beliebiger Mächtigkeit liegt u.a. die große Bedeutung des Filterbegriffes.) Bezeichnet 
man für eine beliebige Teilmenge 4 von E mit N , die Vereinigung aller M, mit 
i€ A, so behauptet Verf., daß Z der Durchschnitt der Mengen N , mit AE@(%) 
ist [hier liegt anscheinend ein Druckfehler vor; es muß wohl heißen: der Mengen 
N, mit Ae6($)]- Nöbeling (Erlangen). 


Colmez, L.: Espaces & Ecart generalise regulier. C. r. Acad. Sci., Paris 224, 
372—373 (1947). 

L’auteur appelle Ecart regulier sur un ensemble E une fonction o(x, y) definie 
dans Ex E, & valeurs dans un ensemble ordonne € ayant un plus petit element © et 
tel que €E—P n’ait pas de plus petit element et soit filtrant & gauche, o &tant telle 
que: 1.0(2,y) =® si et seulement x = y; 2. o(y, x2)=o(%, y); 3. pour tout EEE, 
il existe € Etel que o(z, y) <E et o(y,2) < € entrainent o(x,2) < &. Pour tout 
ae E, V:(a) designant l’ensemble des x€ E tels que o(a, x) < £, les V: (a) forment 
un systeme fondamental de voisinages d’une topologie. L’a. montre que pour que 
la topologie d’un espace E puisse &tre ainsi definie, il faut et il suffit que E admette 
une structure uniforme telle que lintersection des entourages contenant un point 
(x, y) quelconque (x = y) soit encore un entourage. Cette condition n’est jamais 
verifiee par les compacts non metrisables. J. Dieudonn€ (Nancy). 


Weinstein (Vajntejn), I. A.: Über abgeschlossene Abbildungen metrischer Räume. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, II.s. 57, 319—321 (1947) [Russisch]. 

In Analogie zu den inneren (russisch: offenen“) Abbildungen nennt Verf. eine 
eindeutige stetige Abbildung f eines metrischen Raumes X auf einen metrischen 
Raum Y abgeschlossen, wenn das Bild jeder in X abgeschlossenen Menge eine in Y 
abgeschlossene Menge ist; ist außerdem die Urbildmenge f*1(y) jedes Punktes ye Y 
ein Kompaktum, so heißt f kompakt. Bei kompaktem f ist die Begrenzung jedes 
f!(y) ein Kompaktum. Zu jedem abgeschlossenen f gibt es eine in X abgeschlossene 
Menge F, so daß f(F) = Y und f auf # kompakt ist. — Verf. gibt, zum größten Teil 
ohne Beweis, eine Reihe von Eigenschaften der abgeschlossenen Abbildungen an, 
z. B.: Zu gegebenen X, Y, f gibt es absolute @5-Mengen M, N, so daß MIX, 
NJY und daß f sich zu einer abgeschlossenen Abbildung von M auf N erweitern 
läßt; wenn X, Y dem zweiten Abzählbarkeitsaxiom genügen, läßt sich dabei 
dim M = dim X, dim N = dim Y erreichen. — Ist X ein Kompaktum, im Kleinen 
kompakt oder ein absolutes G5, so hat auch Y die entsprechende Eigenschaft. 
Ist Y sowie jedes f!(y) absolute A-Menge oder absolute (’A-Menge, so auch X. 
Bei kompaktem f folgt aus der Eigenschaft von Y, ein Kompaktum, im Kleinen 
kompakt, absolute A-Menge oder absolute CA-Menge zu sein, die entsprechende 
Eigenschaft von X. Pannwitz (Berlin). 
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Koszul, J.: Sur les op6rateurs de derivation dans un anneau. C. r. Acad. Seci., 
Paris 225, 217—219 (1947). ei 

Verf. behandelt die Möglichkeit der Anwendung der algebraischen Struktur des 
Homologieringes einer Homomorphie (representation) — welche J. Leray [C.r. 
Acad. Sci., Paris 222, 1419-1422 (1946)] eingeführt und untersucht hat — zur 
Untersuchung der für gewisse abgeleitete Operatoren in einem Ring definierten 
Homologie. Er wird dies in einer späteren Note über die Homologie homogener 
Räume verwenden. D. A. Kappos (Erlangen). 

Wen-Tsün Wu: Note sur les produits essentiels symetriques des espaces topolo- 
giques. ©. r. Acad. Sci., Paris 224, 1139-1141 (1947). 

Zwei n-tupel (x,...,2,) und (24, --.,%,) von Punkten eines topologischen 
Raumes E werden gleichgesetzt, wenn jedes x, einem y, und jedes y, einem x, gleich 
ist. Diese Menge von n-tupeln mit einer naheliegenden Topologisierung heißt das 
wesentlich-symmetrische Produkt Z(n) von E. Sei / die Einheitsstrecke mit End- 
punkten, © die Kreislinie. /(n) und C'(n) werden jedes durch ein Simplex mit iden- 
tifizierten Randsimplexen dargestellt und ihre Homologiegruppen angegeben: bei 
I(n) ist die nullte, bei © (2n — 1) und (‘(2n) die nullte und die (2r — 1)-te die unend- - 
liche zyklische Gruppe; alle anderen sind die Einheitsgruppe. Für /(n) folgt daraus, 
daß jede stetige Abbildung von /(n) in sich einen Fixpunkt hat; bei C'(n) gibt eine 
kleine Drehung von (C eine Abbildung ohne Fixpunkt. NH. Kneser (Tübingen). 

Dubois-Violette, P.: Sur une extension topologique d’une formule de Poincare, 
C. r. Acad. Sci., Paris 224, 625—627 (1947). | 

Hat eine Kurvenschar auf der Kugelfläche n Knoten, / Strudel, ce Sättel und 
& Zentren, so ist nach Poincaren+ f+&—c=2. Hierfür wird ein geometrischer 
Beweis angekündigt, der geringere Voraussetzungen brauche — diese werden nicht | 
genau angegeben — und den Indexbegriff nicht benutze. H. Kneser (Tübingen). 4 

Dubois-Violette, P.: Sur une signifieation topologique et une gen6ralisation 
d’une formule de Bendixson. C. r. Acad. Sci., Paris 224, 706—708 (1947). 

Hat ein singulärer Punkt vom Index i einer ebenen Kurvenschar r Schleifen- 
gebiete und p Sattelgebiete, so ist nach Bendixson i=1-+ (r— p)/2. Läßt er 
sich andererseits durch Änderung der Kurvenschar in n Knoten, f Strudel, c Sättel 
und & Zentren auflösen, so ist i=n+f-+x—c. Für die Gleichheit der beiden 
Audrücke von i wird ein Beweis angekündigt, der geringere Voraussetzungen brauche 
— diese werden nicht genau angegeben — und den Indexbegriff nicht benutze. 

H. Kneser (Tübingen). 

Dubois-Violette, P.: Sur les r&öseaux de eourbes sans point singulier trae6s sur 
une surface de genre I. C.r. Acad. Sci., Paris 224, 782—784 (1947). 

Auf einer Fläche liege eine Kurvenschar — genauere Voraussetzungen werden 
nicht angegeben — und eine gerichtete geschlossene Kurve. Ihr ‚Pseudoindex“ 
wird erklärt als die Zahl der sie ‚von links‘ berührenden Scharkurven vermindert 
um die Zahl der „von rechts‘ berührenden. Über singularitätenfreie Scharen auf 
der orientierbaren Ringfläche und die auf sie bezüglichen Pseudoindizes geschlossener 
Kurven werden Aussagen gemacht, die bekannt sind oder sich leicht aus der vom - 
Ref. gegebenen vollständigen Aufzählung der topologisch verschiedenen Typen sol- 
cher Scharen [| Math. Ann., Berlin 91, 135—154 (1924)] ergeben. H. Kneser. 

Brödel, W.: Beweis des Vierfarbensatzes. Ber. Math.-Tagung Tübingen 1946, 
47—49 (1947). 


Klassische theoretische Physik. 
Mechanik: 


e Campbell, J. W.: An introduetion to mechanies. New York and London: 
Pitman Publishing Corporation 1947. XVIIL 372 8. 
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Hamel, 6.: Aus der Analytischen Mechanik. Ber. Math.-Tagung Tübingen 1946 
7273 (1947). f 
1 Riabouchinsky, D.: Commentaires sur la similitude m6canique et Panalyse 
dimensionnelle. C.r. Acad. Sei., Paris 225, 837—839 (1947). 
. Fortsetzung der Untersuchungen über die Beziehung zwischen mechanischer 
Ähnlichkeit und Dimensionstheorie. Eine in den Dimensionen richtige Gleichung 
läßt sich so schreiben, daß nur die Verhältnisse der anderen zu gewissen Potenzen 
von dreien der Variabeln vorkommen. (Doch wohl nur, wenn diese unabhängig 
voneinander sind?) Zum Schluß Hinweis auf eine Diskussion über die Frage, ob 
außer Länge, Zeit und Masse noch weitere Grundeinheiten, z. B. Temperatur, nötig 
sind. Hamel (Berlin). 

Chazy, J.: Sur les solutions d’Euler et de Lagrange du problöme des trois corps. 
C.r. Acad. Sci., Paris 224, 1677—1680 (1947). 

Drei Bemerkungen über die elementaren Lösungen von Euler und Lagrange 
des Dreikörperproblems. 1. Ein sehr einfacher geometrischer Beweis des Satzes, 
daß die drei Körper um ihren Schwerpunkt homothetische Newtonsche Bewegungen 
ausführen, wenn die drei Körper ständig auf einer Geraden liegen. Die Eu- 
lersche Gleichung für das konstante Abstandsverhältnis der Körper ergibt sich so 
allerdings nicht. 2. Eine ebenfalls sehr einfache geometrische Ableitung für die Tat- 
sache, daß das von den drei Körpern gebildete Dreieck bei der Lagrangeschen Lö- 
sung gleichschenklig sein muß. Dabei wird vorausgesetzt, daß man schon bewiesen 
habe, daß die Resultante der Anziehungskräfte zweier der Körper auf den dritten 
durch den Schwerpunkt geht. 3. Aus der Jacobischen Identität für das n-Körper- 
problem gewinnt Verf. auf einfachem Wege die Differentialgleichung, der irgend- 
eine Länge im Dreieck der drei Körper als Funktion der Zeit genügt. KRinow. 


Jekhowsky, B. de: Simplification du systeme prineipal d’öquations des m£- 
thodes d’Olbers et de Gauss pour la d&termination des orbites paraboliques. C.r. 
Acad. Seci., Paris 225, 489-491 (1947). | 

Die beiden Gruppen von Gleichungen, welche in der Olbersschen Methode zur 
Bestimmung einer parabolischen Bahn der Ermittlung der Distanzen für die äußeren 
beiden Beobachtungen dienen, werden für kurze Zwischenzeiten und genäherte 
(4- oder 5-stellige) Rechnung vereinfacht und auf nur zwei schnell zum Ziele führende 
Gleichungen reduziert. An Hand eines numerischen Beispiels werden die einge- 
führten Vernachlässigungen gerechtfertigt. E. Rabe (Heidelberg). 

Leimanis, E.: Zur Integration der Differentialgleichungen der äußeren Ballistik 
durch Quadraturen. Contributions Baltic Univ. Hamburg Nr. 5, 35 8. (1946). 

Leimanis, E.: Sur Vintegration par quadrature des 6quations du mouvement d’un 
projectile dans un milieu de densit6 variable. C.r. Acad. Sci., Paris 224, 1618—1620 
(1947). 

Leimanis, E.: Sur l’intögration par quadratures des &quations du mouvement 
d’un projectile dans un milieu de densit6 et temp6rature variables. ©. r. Acad. Sci., 
Paris 224, 1752—1754 (1947). 

Die Frage, für welche Form der Widerstandsfunktion W die Differentialglei- 
chungen der äußeren Ballistik integrabel sind, ist schon mehrfach behandelt worden. 

Unter der Voraussetzung, daß Dichte und Temperatur als konstant angesehen werden 
können, gab J. Drach eine vollständige Antwort, Zwei Sonderfälle mit variabler 
Dichte und Temperatur behandelten Legendre und Cavalli. Verf. gründet seine 
Behandlyng des Problems auf die Liesche Theorie der Transformationsgruppen. 
Ausgehend von der Rothe-Cranzschen Form der ballistischen Differentialgleichungen 
wird die Bestimmung einer infinitesimalen Transformation 


{7} 0 [2 
— ar 
ie 2 ’ I 
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versucht, die die ballistischen Differentialgleichungen invariant läßt. Das gelingt 
unter der Annahme, daß die Koeffizienten Z, U, Y unabhängig vom ballistischen 
Formkoeffizienten c sind. Nach der Lieschen Theorie läßt sich bei Kenntnis der 
Transformation T das ballistische System von Differentialgleichungen reduzieren 
auf eine Differentialgleichung 1. Ordnung, die entweder durch Trennung der Ver- 
änderlichen integrabel oder vom Abelschen Typus ist. — Die Untersuchung wird 
in zwei Teilen durchgeführt; im ersten ist die Dichte variabel, aber die Temperatur 
konstant, im zweiten wird auch die Temperatur als veränderlich mit der Flughöhe 
des Geschosses angenommen (T = 7,— 4 y). Neben den bereits bekannten Sonder- 
fällen ergeben sich zahlreiche neue Formen der Widerstandsfunktion W, für die die 


Differentialgleichungen integrabel sind. Den Verhältnissen in der Natur am nächsten 


kommt die Widerstandsfunktion 4 
} | 

AY\R3 ——.; 

W=ch,( -7) f@w). 1 

m BE : 1 
Dabei ist v=v 2 to) = w(1 y- <&) . W.Haack. 
‚ Chazy, J.: Sur les changements de variables eanoniques. C.r. Acad. Sei., Paris” 
225, 1041—1044 (1947). 
Es seien &,, . - , &p» Y15 - +: Y„ die 2n kanonischen Variablen eines mechanischen 

Systems. Durch u, = u, (2, y, 1, =v, (u y)Ü=1,...,n) sei eine Variablentrans- 


formation gegeben. Verf. beweist die Äquivalenz der folgenden drei bekannten not- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, daß die w,, v, wieder kanonisch 


sind: 1. Für die Poissonschen Klammerausdrücke gelten: ; 
5’ (eu; Eur Su; @uR\ __ Er öv;, er ev, &\ 0 X“ cu; Orr eu, Or. k 
ED ie == De. Bas Zus; Die = De ee ee da 

0%, &yı Yı 6x, 7 x, ©yı Yyı ©x, m \ox, öyı ey, 6x, ik*® 


2. Für die Lagrangeschen Klammerausdrücke gelten: # 
7 (& öyı ox, =) ven SE ( öyı x =) = (= öyı Er öyı\ _ 
Du, Our  Eup 7 \öo, Or u) > ee \ Eu Or Die Our) Im) 
3. z Y, de, — N v, dv, ist ein totales Differential. 
7 


Poincare hat nur bewiesen, daß (3) hinreichend ist. Die Notwendigkeit von (3) 
läßt sich auch, wie Verf. ferner zeigt, direkt mittels der Poincaröschen Methode 
beweisen. Rirow (Berlin). 
Mineur, H.: Sur les systömes m6eaniques dont les intögrales premitres sont 
döfinies par des &quations implieites. C. r. Acad. Sei., Paris 224, 26—27 (1947). 
/onsiderato un sistema Hamiltoniano nelle 9,9%: 91: Pi Pas + + ?7, che 
ammetta k integrali uniformi fj, fa, - » -, /„, in involuzione, definiti implieitamente 
dalle equazioni: 


Full fe I 19 m Pr Pr sp )=0 (r=1,2,...,KR). 
L’Autore indica un metodo per costruire, mediante le F,e questi integrali, le soluzioni 
del dato sistema Hamiltoniano. Graffi (Bologna). 

38  Collatz, L.: Über Stabilität von Regelungen mit Nachlaufzeit. Z. angew. Math. 
Mech. 25/27, 60—63 (1947). | 
Die Bewegung eines schwingungsfähigen Systems, das einer linear vom Aus- 


schlage abhängigen und mit konstanter Verzögerungszeit r wirkenden „Außenkraft“ 
unterworfen ist, wird durch | 


() Yo + 2kyo + o yon = aYyı-n | 


(k, ©”, a, t voneinander unabhängige Parameter) beschrieben. Hierbei ist etwa Y 
längs eines Intervalles der Länge 7 vorgegeben und dann als Lösung von Gl. (1) 


\ 


sl 


fortzusetzen. Der Ansatz y = e*t führt auf die transzendente Gleichung 
(2) +2 + — act — 


die höchstens drei reelle und im allgemeinen unendlich viele komplexe Lösungen A 
hat. Eine notwendige Bedingung für die Stabilität des mechanischen Systems 
(d.h. für das Beschränktbleiben von y für t — 00) ist daher $t{(A) < 0 für alle Wur- 
zeln von Gl. (2). Zur Veranschaulichung empfiehlt Verf. (r=1 gesetzt), für feste 
©° in der k, a-Ebene die entsprechenden Bereiche abzugrenzen; so sieht man z. B. 
leicht, daß auch gedämpfte Systeme (k > 0) bei Berücksichtigung der Nachlaufzeit 
instabil werden können. — Die Stabilität des Systems muß durch direkten Nachweis 
des Beschränktbleibens von y gezeigt werden. Dies geschieht, indem man Gl. (1) 
mittels der Methode der Variation der Konstanten in eine Integralgleichung (genauer 
Funktionalintegralgleichung) transformiert und für gewisse Gebiete der k, a-Ebene 
(die natürlich Teilgebiete der oben genannten Gebiete für mögliche Stabilität sind) 
Abschätzungen vornimmt. Maruhn (Jena). 

Cremer, H.: Über den Zusammenhang zwischen den Routhschen und den Hur- 
witzschen Stabilitätskriterien. (Vortragsauszug der GAMM-Tagung vom 10. 4. bis 
12. 4.47 in Karlsruhe.) Z. angew. Math. Mech. 25/27, 160—161 (1947). 

Verf. zeigt, daß nach geeigneter Normierung im Routhschen Schema der sog. 
kreuzweisen Multiplikation die Routhschen Bedingungen für die Stabilität eines 
linearen Schwingungssystems äquivalent sind mit den von Hurwitz angegebenen 
Determinantenkriterien. H. Bilharz (Freiburg i. Br.). 

Cremer, L.: Ein neues Verfahren zur Beurteilung der Stabilität linearer Rege- 
lungs-Systeme (Vortragsauszug der GAMM-Tagung vom 10. 4.—12. 4. 47 in Karls- 
ruhe). Z. angew. Math. Mech. 25/27, 161—163 (1947). 

Verf. nennt einige Verfahren von Nyquist, Strecker und Biehler, die sämt- 
lich auf dem Cauchyschen Index und elementaren Eliminationsoperationen beruhen 
und zur graphischen Ermittlung des Stabilitätsverhaltens linearer Schwingungs- 
systeme dienen können; das Biehlersche Verfahren wird vereinfacht. Ein Nachtrag 
knüpft an eine Diskussionsbemerkung von Collatz an und enthält eine Berichti- 
gung der Auffassung des Verf. H. Bilharz (Freiburg i. Br.). 

Plato: Über das Abklingen von Schwingungen mit schwacher in beliebiger Weise 
von der Geschwindigkeit abhängiger Dämpfung. Z. angew. Math. Mech. 25/27, 
9394 (1947). 

Bei der Schwingung & + f(&) + x = 0 mit der Anfangsamplitude a, sei 
f(&) eine im Intervall — wa, < £<S a, @ ungerade analytische nicht abnehmende 
Funktion von so kleinem Betrage, daß während einer Schwingung die Amplitude 
nicht merklich abnimmt, d.h. es sei |f(&)| <w*a,. Mit der Auffassung der Ampli- 
tude a als stetig differenzierbarer Funktion der Zeit i ergibt eine Näherungsbetrach- 
tung 


2 
vwa= —— T f(wasing)sinpdy. 
d 
Will man aus dem beobachteten Abklingungsvorgang auf das Dämpfungsgesetz 


schließen, so erhält man nach kurzer Umformung eine Abelsche Integralgleichung 
für f mit‘ der Lösung 


p- 


® 
d Hi 4 (a) a? da 


:) = — 4 wi — u, 
a-—tege) VYa-ar 
Für = — ca® wird f(&) = C x", wobei € von n und w abhängt. Collatz. 


i 6 
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Fadle, J.: Eine einfache Konstruktion zur Auffindung des Trägheitsradius für 
eine beliebige Achse. Z. angew. Math. Mech. 25/27, 271—272 (1947). 

Verf. zeigt, wie sich für eine Massenbelegung in der (x, y)-Ebene bei bloßer 
Kenntnis der Hauptträgheitsradien i, und i, der Trägheitsradius i, um eine beliebige 
durch den Ursprung gehende Gerade (1) y = x tg p auf elementare Weise konstruieren 
läßt und erhält i, als Verbindungsstrecke der Achsenabschnitte i, eos p und i, sin 9, 
welche die Projektionen aus den Schnittpunkten der Geraden (1) mit den Ellipsen- 
scheitelkreisen bilden. H. Bilharz (Freiburg ji. Br.). 


Elastizität. Akustik: 


Moufang, R.: Volumentreue Verzerrung bei endlichen Formänderungen. Ber. 
Math.-Tagung Tübingen 1946, 109—110 (1947). 

Philippidis, A.: Eine Beziehung zwischen der nichtlinearen Elastizitätstheorie und 
der Verfestigungstheorie von Ro$-Eichinger-Schmidt. Z. angew. Math. Mech. 25/27, 
31—32 (1947). 

Legt man die Ähnlichkeit der Mohrschen Spannungs- und Verzerrungskreise 
zugrunde, das R. Schmidtsche Verfestigungsgesetz und die Annahme, daß die 
Spur des Spannungsdeviators nur von der Spur des Verzerrungsdeviators abhänge, 
so läßt sich der Spannungstensor als Funktion des Verzerrungstensors und seiner 
Invarianten darstellen, wobei nur der graphisch gegebene Verlauf der Verfestigungs- 
funktion einen Unterschied zwischen dem elastischen und plastischen Verhalten er- 
kennen läßt. Diese Ansätze sind Spezialfälle der vom Verf. nicht zitierten allge- 
meinen Systematik der Stoffgesetze isotroper Kontinua von H. Fromm [Ing. 
Archiv 4, 432—466 (1933). Moufang (Frankfurt a. M.). 

Rellich, F.: Die Randbedingungen der Airyschen Spannungsfunktion bei vor- 
gegebenen Randverschiebungen. Z. angew. Math. Mech. 25/27, 13—17 (1947). 

Wenn die Querverschiebung w einer Platte nicht mehr klein gegen die Dicke h 
ist, gelten für die Spannungsfunktion ® und w die von Kärmänschen Differential- 
gleichungen 


g Eh: 
® 2 ’ Auırlas s 
AA®P— E (Wu WaWyub 12 { ye- v2} Adw = Ps 2 Dur %Wer un Pu, 
für die über die Dicke gemittelten Längsverschiebungen gelten 
DPD) —vPD w" Pr 2 w" 1+» 
— + u T Sue eng 3» u,r,=—2 u. - Dr U ln 


die über die Dicke gemittelten Spannungskomponenten sind 
,=®d,, = Dıs ee Dur: 
Wenn die Bogenlänge des Randes mit s, die nach außen positiv gerechnete Bogen- 
länge der Randnormalen mit n und die Randkrümmung mit x bezeichnet wird, ist 
A® 1+» u, 
f ® 
E < E [D,,- x Dur — 9 >. u + Ysds 
ID 1+» x 
E r E Duss r Dust WW ra (ws Ir wn} it 2, UT Yn Ol; 
in einer Eoke s = s, ist 
s=s4 


1 + 2 ) 'n +0 
re] nut ya] 


- s=g—V 


s=,+0 
® s=g,—0 ; 
Anm. d. Ref.: 7g,), ann nur bei konstanter Dicke als Querverschiebung gedeutet 


werden. K. Ludwig (Hannover). 
Federhofer, K.: Die Grundgleichungen für elastische Platten veränderlicher 
Dicke und großer Ausbiegung. Z. angew. Math. Mech. 25/27, 17—21 (1947). 
Th. v. Kärmän [Enz. d. Math. Wiss. IV, 4, Art. 27, 350 (1907—14)] hat die 
Grundgleichungen für elastische Platten konstanter Dicke mit großer Ausbiegung, 
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d.h. mit Berücksichtigung der nicht-linearen Glieder in den Verzerrungskompo- 
nenten aufgestellt; als unbekannte Funktionen treten die Airysche Spannungsfunk- 
tion und die Durchbiegung auf. Diese Gleichungen werden für Platten mit beliebig 
veränderlicher Dicke erweitert, wodurch einige Glieder neu hinzukommen. Pöschl. x 

Schubert, A.: Die Beullast dünner Kreisringplatten, die am Außen- und Innen- 
rand gleichmäßigen Druck erfahren. Z. angew. Math. Mech. 25/27, 123—124 (1947). 

Mit der Abkürzung } = (h/N) p ist die 1-mal integrierte Differentialgleichung 


d(1d/ .dw du € 
aa) I are 
Wenn Y. Ar als neue Veränderliche eingeführt wird, ist die Differentialgleichung für 
Fe ohne ein barnd die Besselsche mit dem Parameter 1. Ein partikuläres 
Integral ist Tr = m. Eingeführt werden die dimensionslosen Größen H— 0, 
YAr„ = w. Bei eingespannten Rändern ist für o — 0 \ 
Jo} ' vo 7 2 do 
= then -zNle)=, sem 
Wenn der Innenrand drehbar gelagert und der Außenrand frei ist, folgt lim & = 
Ya — —1 
yı — u?. Anm.d. Ref.: In Gl. (10) in der 3. eckigen Klammer muß statt N, (00) 
stehen N, (00). K. Ludwig (Hannover). 

Flügge, W.: Zur Membrantheorie der Drehschalen negativer Krümmung. Herrn 
Prof. Dr. L. Prandtl zum 70. Geburtstag. Z. angew. Math. Mech. 25/27, 65— 70 (1947). 

In den Gleichgewichtsbedingungen werden die Ringkraft und die Schubkraft 
eliminiert. Die für die Meridiankraft übrig bleibende Differentialgleichung ist bei 
positiver Gaußscher Krümmung elliptisch und bei negativer Gaußscher Krüm- 
mung hyperbolisch. Die weitere Rechnung wird für das 1-schalige Hyperboloid 
durchgeführt. Als Parameterlinien werden die Geraden gewählt. Wenn die an einer 
Geraden angreifende Kraft in Komponenten nach den Geraden zerlegt wird, sind 
die an 2 benachbarten Seiten eines Flächenteilchens angreifenden Schubkräfte 
gleich. Diese Schubkräfte sind = 0, wenn die Schale nur an 2 Breitenkreisen be- 
lastet ist. Für beliebige Kehlkreisbelastung werden die Meridiankraft, die Ringkraft 
und die an den Krümmungslinien angreifende Schubkraft berechnet. Die Belastung 
an einem Breitenkreise kann immer gegeben werden. Damit ist die Belastung am 
anderen Rande bestimmt. Anm. d. Ref.: Bei den an den Krümmungslinien an- 
greifenden Schubkräften müssen die Vorzeichen umgekehrt werden. K. Ludwig. 

Ghosh, S.: On the flexure of an isotropie elastie eylinder. Bull. Caleutta math. 
Soc. 39, 1—14 (1947). 

Es handelt sich um die Anwendung funktionentheoretischer Methoden auf das 
allgemeine Biegungsproblem, das auf 3 einfache Dirichletsche Probleme zurück- 
geführt wird. Es werden drei harmonische Funktionen %, %), Ya (in der Ebene) 
eingeführt mit den Randbedingungen 


P 
Y = (x? + yP)J@ + const, y — [ [1 +0) #— o y?]dy + const, 
ä 


pP 
> %=— /S[[l+ 0) yP—oa?]de + coust 
Ä 


(wobei A einen auf der Querschnittsbegrenzung gelegenen festen Punkt, P einen 
daselbst veränderlichen Punkt bezeichnet). Dann gilt 


2 = — hope al 3 (kıyıt kay)/(l+o). 


Das erste der 3 Teilprobleme ist das Torsionsproblem, das schon von Muschelisvili 
1929) mit funktionentheoretischen Methoden behandelt wurde. Den Betrachtungen 


6* 
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wird die Schwarzsche Formel 


27 
Se) = ih + ea Er 
0 


1 — z exp (— te) 


in modifizierter Gestalt zugrunde gelegt. V. Garten (Tübingen). 

Cremer, H.: Über die durch eine periodische Wechselkraft in einer Platte hervor- 
gerufenen Schwingungen. Z. angew. Math. Mech. 25/27, 163—164 (1947). 

Die Platte wird unbegrenzt angenommen. Berechnet wird die Querschwingung 
mit drehsymmetrischer Amplitude im Beharrungszustande. Die Integrale der Dif- 
ferentialgleichung AAV — k* V = 0 sind die Zylinderfunktionen mit dem Parameter 
0 und den Argumenten krund kir. Die Integrationskonstanten werden so bestimmt, 
daß im Punkte des Kraftangriffs dieAmplitude endlich ist und in großer Entfernung 
die Amplitude nach 0 geht und die Biegungswelle nach außen läuft. Anm. d. Ref.: 
Die Kraft P sin {» t + «&} verursacht die Querschwingung 

— y2 
1 Vs 52 nn {No (kr) +i HP (kir)]sin (ot +5) + Ju(kr) cos (wt + )}. 
Der Eingangswiderstand ist also der Frequenz proportional. K. Ludwig. 

Pfeiffer, F.: Über die Differentialgleichung der transversalen Stabschwingungen. 
Herrn Prof. Dr. L. Prandtl zum 70. Geburtstag. Z. angew. Math. Mech. 25/27, 
8391 (1947). 

Sowohl für die Differentialgleichung 


z 


ki E öfz 2 KR 9% 
rn ee er 0 EEE un SZ 
Eat eltern 
als auch für das aus den Gleichungen 
0Q 0% ‚ 0oM ®® 
02 01m IH zred 
> I®, _ gl = Eon % 


durch Elimination der Querkraft und des Biegungsmomentes folgende System 
0% DD 0 0% 02 122 ® @®D 
da Tan: FAZ HEFT CAP = oe 

werden die Differentialgleichungen der Charakteristiken aufgestellt. Die inte- 

grierten Hauptgleichungen sind 


G E 
Diese Integrationskonstanten werden als neue Veränderliche eingeführt. 
%  M 02 Q 
Oö, A,gke 9,0, ABgk' 


Für dieses System werden die Differentialgleichungen der Charakteristiken aufge- 
stellt und zusammen mit den Streifenbedingungen nach dem Massauschen Verfahren 
integriert. Ein Sprung der Querkraft pflanzt sich je zur Hälfte längs der Charak- 
teristiken A, = constans fort. Ein Sprung des Biegungsmomentes pflanzt sich je 


2 
zur Hälfte längs der Charakteristiken A, = constans fort. K. Ludwig (Hannover). 


. £3 . 4 
‚Mindlin, I. A.: Eine Randwertaufgabe der Elastizitätstheorie im Falle des 
Kreises. Doklady Akad. Nauk SSSR, II. s. 56, 249—252 (1947) [Russisch]. 
Die Verschiebungskomponenten werden durch Potentiale ausgedrückt: 
op, 10 Lip _ u 
WERTE Wr 


a ui an PP 
al=zr, BAy= nr, a= tr, us u 
2 (4 
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Die Anfangsbedingungen sind. 


[e,0} 


f ] Br 5: . 
Wr Un {r}cosn® +b,{r}sinn®, 
n= 


oo . 
{6}, FF =, c„ir}cosn® +d,{r}sinn ©; 


n= 


entsprechend für die Geschwindigkeitskomponenten. Die Randbedingungen sind 


oo 
{Ur},_R = = v„it}cosnO© + w, {t}sinn®, 


{us},_, = = x, it} cosnO + y„{t}sinn ©. 
Die Potentiale werden durch Integrale dargestellt: 


re 5) = THTA, (at—r&oj&) + B,(at+ rEoj£)]cosn © 


n=0g 


+ [C,(at— r Coj&) + D,(at + rCoj&)]sinnO}Cojn&dg, 
y-_= E, [ {EE„( tr Coje) + F,(bt+ 7 Cof&)]cosn@ 
n=06 


+@,(bt—rC&oj&) + H,(bt + r Coj&)]sinn O} Coijn&de. 
Notwendige Bedingungen dafür, daß die absoluten Verschiebungskomponenten im 
Mittelpunkte nicht über alle Grenzen wachsen, sind A,{at} + B„lat}=0 und 
3 weitere. Aus den Anfangsbedingungen folgen die Integralgleichungen 


Stan r Ed + Bar Co) + 7 Eid) 
0 


+ Hr Co} Con FI)EdE=a,+d, 
und weitere. Ihre Lösungen brachte Verf. in Doklady Akad. Nauk, II.s.56, 141— 
144 (1947). Aus den Randbedingungen folgen nach Produktintegration mit der 
Abkürzung T,{z} = Co n Xr Eojz die Integralgleichungen 


at—R 
at a) Fl 


Eau ae 


Vlat— z\2— R: VYiz—at\2e— R2 


—co0o Kr 
bI—R 
Gniz} Tas m} n. f Hu{2} Trzı a, Fe nahın 
Vbt—z%— Re jL MEET Su 4 
u bE+R 
und weitere. Einen Sonderfall brachte Verf. in Doklady Akad. Nauk, II.s.15, 531— 
534 (1937). Konrad Ludwig (Hannover). 


Zvolinsky, N. V.: Plane waves in an elastie semi-space covered with a liquid 
layer. C.r. Acad. Sci. URSS, II. s. 56, 19—22 (1947). 

Il semispazio y > 0 sia riempito da un mezzo elastico, per il quale a,, b, siano 
rispettivamente le velocit& di propagazione delle onde longitudinali e imisvereali. 
Lo spazio 0>y>—H sia riempito da un liquido, per il quale a, sia la velocit& di 
propagazione delle onde longitudinali. Siaa,>b,>a,. 'L’A., dopo aver preci- 
sato analiticamente il concetto di onda piana nella alte di spazio y>— H ed aver 
fissato, opportune condizioni al contorno per y = 0, studia la propagazione di onde 
piane di data velocitä ® nello spazio y>—H, corrispondenti a piccole oscillazioni 
ee a piano n y, dimostrando la possibilitä di tale propagazione per 


D ” NR ee 02 > —.. L’imposizione delle condizioni ai liimiti per y = 0 conduce 


a scrivere Beh sei funzioni a priori arbitrarie mediante le quali si esprimono le 
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funzioni incognite, un sistema di quattro equazioni funzionali, che si lascia risolvere, 
Conforto (Rom). 

Buchholz, H.: Die konfluente hypergeometrische Funktion bei der Berechnung 

des Scehallfeldes einer punktförmigen Sehallquelle im Zwischenraum zweier konfo- 

kaler Drehparabole und ihrer Entartungen. Ber. Math.-Tagung Tübingen 1946, 

49—56 (1947). 


Hydrodynamik: 

Blair, 6. W. $., B. €. Veinoglou and J. E. Caffyn: Limitations of the Newtonian 
time scale in relation to non-equilibrium rheologieal states and a theory of quasi- 
properties. Proc. R. Soc. London A 189, 69—87 (1947). 

Nach einer historischen Einleitung über die Zweckmäßigkeit des Gebrauches 
der Newtonschen Zeitskala kommen Verff. zu dem Schluß, daß sich biologische 
und rheologische Probleme zwar einfacher darstellen ließen, wenn man sie in Zeit- 
parametern mit ungleichen Zeitintervallen darstellen würde, daß es jedoch vorteil- 
hafter sei, die Newtonsche Zeitskala beizubehalten und lieber den Begriff der physi- 
kalischen Konstanten durch den Begriff der Quasi-Eigenschaft zu ersetzen. — Sie 
gehen daher von der Auffassung aus, daß sich die Viskosität bei rheologischen Vor- 
gängen nicht einfach als Quotient der Scherspannung und des Geschwindigkeits- 
gradienten darstellen läßt, sondern daß man nach dem Prinzip der Intermediation 
die fraktionellen Differentialquotienten einführt. Danach ist die Quasi-Eigenschaft 


definiert als 
u dr .o. 
-s/ ie 


wobei ein besonderes Zeichen F (gebildet aus einem Gamma und einem Bruchstrich) 
eingeführt wird, weil dieser gebrochene Differentialquotient auf eine Gammafunk- 
tion führt 


-F . 
- = — _. T(k+ D ik-r y-1 Ss 
El] Tk-»v+)J 
worin X, die genannte Quasi-Eigenschaft, S die Scherspannung, .o. die Scherung, 
t die Zeit und .y. die komplexe physikalische Konstante darstellt. — Die Inte- 
sration dieser Gleichung führt auf 
.0.= Pf (AM + BEI LOW@-2,,), 

Es hat sich nun an verschiedenen Experimenten gezeigt, daß man bei den meisten 
Stoffen schon mit einem Term zur Wiedergabe der praktischen Resultate auskommt 
und man die zweiten und dritten Glieder (der Summe innerhalb der Klammer) weg- 
lassen kann. In diesem Falle vereinfacht sich die Gleichung und wird identisch mit 
einer von Nutting gefundenen Gleichung .y. = S-P- .o-1.t*, welche auch schon 
eine Zeit mit gebrochenem Exponenten enthält, da 1>k>0 ist. Umstätter. 

Fromm, H.: Laminare Strömung Newtonscher und Maxwellscher Flüssigkeiten. 
Z. angew. Math. Mech. 25/27, 146—150 (1947). 

In einer Maxwellschen Flüssigkeit mit dem Schubmodul @ bringt die Drehung 
des Stoffes unter einem im Raume konstanten Spannungszustand elastische Ver- 
formungsänderungen hervor. Zu deren Erfassung stellt Verf. die allgemeinen Tensor- 
beziehungen dar. Das Maxwellsche Stoffgesetz läßt sich allgemein als eine Überlage- 
rung einer elastischen Verformung nach Hooke und einer Fließverformung nach 
Newton unter dem gleichen Spannungszustand auffassen. (Bei einer Newtonschen 
Flüssigkeit von der Viskosität » ist die Schubspannung r der Schiebungsgeschwindig- 
keity proportional:r = 7y,@ = oo.) In stationär ebener Strömung einer Maxwell- 
schen Flüssigkeit mit homogener Verformung hängt die Schubspannung außer von 
y noch von der Drehungsgeschwindigkeit & ab. Außerdem ist bei Drehung der 
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Spannungszustand nicht mehr mit der Verzerrungsgeschwindigkeit koaxial. Im 
Sonderfall einer reinen Schiebung (» = 0) unterscheidet sich die Maxwellsche Flüs- 
sigkeit nicht von der Newtonschen. Bei laminarer Strömung (w = y /2) erreicht die 
Schubspannung 7 mit wachsendem > einen maximalen Wert G/2 füry = @n=1/T 
(T=n/@ Relaxationszeit), um mit weiter wachsendem y dann asymptotisch auf 
Null abzunehmen. Die Zustände für Ty > 1 dürften als labil zu bezeichnen sein 
(‚„ Turbulenz zweiter Art“). Die Berechnung der Parallelströmung im Rohr mit 
Kreisquerschnitt ergibt im Maxwellschen Fall ein steileres Geschwindigkeitsprofil 
als im Newtonschen Fall. Der Druck ist bei Maxwellschen Flüssigkeiten nicht gleich- 
mäßig über den Rohrquerschnitt verteilt. Verf. diskutiert die möglichen stabilen 
und labilen Geschwindigkeitsverteilungen im Vergleich zur stets stabilen Newton- 
schen Parabel. — Dem vorliegenden Vortragsauszug soll eine ausführliche Dar- 
stellung in derselben Zeitschrift folgen. H.Görtler (Freiburg i. Br.). 
Kazarnovskaya, B. E.: Movement of wateroil interface and water eneroachment 
into wells under hydrostatie head. C.r. Acad. Sci. URSS, I. s. 56, 689—692 (1947). 
Kanold, H.: Eine Bemerkung zur Neigungsempfindlichkeit des Prandtlrohres bei 
Messung des statischen Druckes. Z. angew. Math. Mech. 25/27, 124—126 (1947). 
Wird ein Prandtlrohr mit der Geschwindigkeit b., unter dem Winkel & ange- 
blasen, so ergibt sich für den theoretischen Druckmeßwert im Mittel über den ge- 
samten Druckmeßring: 
1 Po 


ei 
2 00 


— ma 


Verf. zeigt, daß der gleiche Wert vom Prandtlrohr auch in den folgenden beiden 
Fällen theoretisch angezeigt werden müßte: 1. Die Druckmeßstellen bilden einen 
kontinuierlichen Halbkreis, ihre Lage ist von der Richtung v, (der Komponente 
% = 608 x) unabhängig. 2. Die Druckmeßstellen bestehen aus n > 2 einzelnen 


Bohrungen, die gegeneinander um den gleichen Winkel ©” versetzt sind, bei be- 


liebigem v,. Während 1. unmittelbar aus der Änderung der Integrationsgrenzen 
(auf dem Druckmeßring) hervorgeht, ergibt sich 2. durch eine längere Umformung 
des Ausdrucks 


ın-I = ar : 
— 5 |1—4sin’|o + v»— || sin? «. 
N,y—=0 NR 


Der Vergleich der theoretischen Werte mit den wirklich gemessenen Werten stimmt 
für 0° <a << 20° sehr gut, für größere x-Werte (größere Schräganblasung) können 
die Abweichungen durch Ablöseerscheinungen erklärt werden. M. Pinl (Köln). 
Green, A. E.: The two-dimensional aerofoil in a bounded stream. Quart. J. 
Math. (Oxford Ser.) 18, 167—177 (1947). 
Verf. untersucht die zweidimensionale, durch die ebene Wand y = — b begrenzte 
Strömung um ein in der z= x + i y-Ebene gelegenes Profil, das durch die Trans- 


formation n 


. oo ” 3 
met Sael (de-&+in) 
n=0 
‚aus der Strecke = 0, 27 <&<0 hervorgeht und den Koordinatenursprung in 


seinem Innern enthält. Hat die Geschwindigkeit der ungestörten Strömung den 
Betrag“ und die Richtung der negativen x-Achse, so erfüllt das komplexe Potential 
ee 
, 0 2 7 L An em An — 
P cz+i4,{logz—log(+2:b)} + Ps m es Gran] 
(A, konjugiert komplex zu A,) die Randbedingung an der Wand, während sich die 
unbestimmten Koeffizienten A, aus der Randbedingung am Profil und der Bedin- 
dingung glatten Abflusses an der Hinterkante bestimmen. Ihre explizite Berech- 
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nung gelingt durch Reihenentwicklung nach 1/b. — Numerische Resultate: Während 


bei kleinen Anstellwinkeln der Auftrieb des Streckenprofils bei Annäherung an die 
Wand erst ab- und dann zunimmt, nimmt der Auftrieb eines Kreisbogenprofils 
ständig ab. Ein Beispiel eines symmetrischen Profils endlicher Dicke zeigt die gleiche 
Tendenz wie das Streckenprofil, nur in verstärktem Maße. Wölbung und Dicke 
haben also entgegengesetzten Einfluß. — Zum Schluß wird die Anwendung der 
Methode auf Profile zwischen zwei Wänden skizziert und ihre Anwendbarkeit auf 
Profilgitter behauptet. J. Weissinger (Hamburg). 

Tollmien, W.: Asymptotische Integration der Störungsdifferentialgleichung ebe- 
ner laminarer Strömungen bei hohen Reynoldsschen Zahlen. I. Z. angew. Math. 
Mech. 25/27, 33—50 (1947). 

Tollmien, W.: Asymptotisehe Integration der Störungsdifferentialgleichung ebe- 
ner laminarer Strömungen bei hohen Reynoldsschen Zahlen. II. Z. angew. Math. 
Mech. 25/27, 70—83 (1947). 

In einer früheren Abhandlung (Über die Entstehung der Turbulenz I., Nachr. 
Ges. Wiss. Göttingen, Math. phys. Kl. 1929, 21—44) untersucht Verf. die 
Differentialgleichung 


(1) (U—.c) (e’— ap) — U’ —— (p" — 2029’ + at) 


(R Reynoldssche Zahl). Auf diese wird man geführt, wenn man einer ebenen lami- 
naren Strömung, deren Geschwindigkeitsprofil U(y) nur von der senkrecht zur 
umströmten Kontur gemessenen Koordinate y, nicht aber auch von der Tangential- 
koordinate x abhängt, nach dem Prinzip der „kleinen Schwingungen“ eine störende 
Partialschwingung (Stromfunktion 9 (y) ei*(«-°9) überlagert und für die Gesamt- 
strömung die Navier-Stokesschen Gleichungen als gültig annimmt. Verf. konstruiert 
dann zu Gl. (1) ein System von vier linear unabhängigen Funktionen, die er als Nähe- 
rungslösungen auffaßt und mit deren Hilfe er durch geeignete Superposition eine 
die Randbedingungen erfüllende Näherungslösung bildet; im Falle der Grenzschicht 
bei umströmten Körpern sind allerdings nur drei der erwähnten Lösungen hierzu 
brauchbar. Da dabei die Trennung von „Stabilität“ und „Instabilität“ [%(c) < 0 
und $(c) > 0] im Vordergrund steht, wird der ‚„Indifferenzfall‘ (c reell) betrachtet, 
wobei U(y) den c-Wert im betrachteten Intervall an genau einer Stelle annimmt. 
Dabei blieb die Frage offen, ob diese vier Näherungslösungen als „asymptotische 
Lösungen“ von Gl. (1) angesehen werden können, d.h. ob sie für R—>ooin die 
Grenzfunktionen eines strengen Fundamentalsystems von Gl. (1) übergehen. — In 
den beiden vorliegenden Arbeiten wird der Beweis geführt, daß dies tatsächlich der 
Fall ist. Statt der Gl. (1) wird dabei die Gleichung 

(2) U-c)("— 9)— U’ = — —p”” 

zugrunde gelegt, da die Streichungen gegenüber Gl. (1) vom gleichen Gewicht sind 
wie die Vernachlässigungeni, die auf der Voraussetzung, daß U nicht von x abhängt, 
beruhen. Verf. gelangt zu den ersten beiden der erwähnten vier Näherungsfunk- 
tionen durch Betrachtung der (singulären) Gleichung (U — e) ’— ag) — U’p=0 


„ 


mit dem Fundamentalsystem 9, = y®, und 9 = ®, + - Y®ı log y. Dabei ent- 
spricht y = 0 der Stelle, wo U = c ist, y= y, der Wand, y = Y., dem Außenrand 
der Grenzschicht; $,, ®, sind mit 1 beginnende Potenzreihen von Y, U, = U’(0), 
U, = U’”(0). Da 9, im Widerspruch zur Methode der kleinen Schwingungen bei 
y= (0 eine unbegrenzt wachsende »-Komponente der Störgeschwindigkeit liefern 


würde, wird für kleine y eine (die Reibung berücksichtigende) Lösung g{) von 
in ® 


U,ygd”’— U, = — SR9 9” (%X0) = 1),die außerhalb der Umgebung von y — 0 
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in 9, übergeht, und mit dieser dann die Funktion g; = ®, + ®, (4 — 1) konstruiert. 
Die Funktionen p, und 9, bilden das erste Paar Näherungslösungen. Sind ferner 
Ps» Ps2 Ps sa ein Fundamentalsystem von Gl. (2) für konstantes U (y > y,), das 
sich leicht explizit angeben läßt, so wird das andere Paar, Ys und 94, als Lösungen 
von @""— ix R(ÜU—.c)g’” = 0 gewonnen, die außerhalb der Grenzschicht im we- 
sentlichen mit @,; und 9,, bis auf einen relativen Fehler der Größenordnung 
&= (ax RU,)} übereinstimmen; go, klingt für wachsendes y stark gegen Null ab, 
während g, schnell anwächst. — Verf. zeigt nun, daß es ein strenges Fundamental- 
system 91, Pır, Pırr, Yıy von Gl. (2) gibt, in das für R — oo das Funktionensystem 
91: 9% 93, Ya übergeht. Zu diesem Zweck wird durch umfangreiche Abschätzungen 
die Gültigkeit folgender Beziehungen nachgewiesen: 


9% —9M= 0(@ log —) 1 —gp -0(# log —) 

u = 0) A —-m=0(e) 

Yın— 93 = Ole) ev — 9a =0(e). 
Bei der Untersuchung der Grenzschichtstabilität braucht man Lösungen von €. (2), 
die für y — oo gegen Null gehen. Um solche zu bekommen, werden 91, DI, Fl; yivy 
im Intervall „, s y< 2y, als Linearkombinationen der 9, Pas Pas Ya, dargesteilt 
und dann an gr, Pır, Prıı Korrekturen angebracht mit dem Ziel, bei Verwendung 
dieser Darstellung auch für große y eine Kombination @ = (, 91 + CO, 9u + (3 pm 
zu finden, die das gewünschte Verhalten zeigt. gıy ebenso wie p,, gehen mit y gegen 
unendlich, sind also zum Aufbau der gesuchten Lösung unbrauchbar. Werden noch 
die beiden Bedingungen an der Wand: p(y,) = e’(y,) = 0 hinzugenommen, so be- 
kommt man ein homogenes, lineares Gleichungssystem für O,, C',, C,, dessen Deter- 
minante verschwindet, falls R, a, c in geeigneter Weise zusammenhängen. — Den 
Abschluß bildet eine Diskussion, inwieweit man berechtigt ist, U als von y allein 
abhängig anzusehen. Es zeigt sich, daß durch die Abhängigkeit der Funktion U 
von x scheinbare Reibungsglieder in der Störungsdifferentialgleichung hinzukommen. 
Letztere reduziert sich aber, wenn man, wie üblich, nur die höchsten Reibungsglieder 
berücksichtigt, auf diejenige Gleichung, der Gl. (2) entspricht. Maruhn (Jena). 

Görtler, H.: Einfluß einer schwachen Wandwelligkeit auf den Verlauf der 
laminaren Grenzschichten. I. Z. angew. Math. Mech. 25/27, 233—244 (1947). 
Um die laminare Grenzschicht längs einer schwach gewellten Wand der Wellen- 

länge) in erster Näherung zu berechnen, wird der Potentialgeschwindigkeit die 
2nz 
was 
Störung & f,(y) cos x + eg,(y) sin x überlagert. Die Koeffizienten der drei Reihen, 
aus denen f, und g, aufgebaut werden, sind durch das ungestörte Geschwindigkeits- 
profil U,(y) der Grenzschicht bestimmt und die Konstanten durch die Anschluß- 
bedingungen des gestörten Geschwindigkeitsprofils an die gestörte Potential- 
strömung. — Die Zahlenrechnung wird für die Strömung längs der ebenen Platte 


(Blasius-Profil) mit überlagertem periodischen Druckgefälle in einem Wandpunkt Z 
durchgeführt, der um 16 } stromab von der Vorderkante gelegen ist (0 = — = 10°) 
Dabei ergibt sich Ablösung mit anschließendem Wiederanlegen der Strömung für 
& > 0,00775. — Die wellige Wandkontur erhält man, indem man die Stromlinie 
der ungestörten Potentialströmung um die Verdrängungsdicke der gestörten Grenz- 
schichtströmung versetzt. — Um zu allgemeineren Aussagen zu gelangen, wird in 
einer zweiten Mitteilung die Theorie auf sehr kleine Werte von o beschränkt werden. 
Pretsch (Göttingen). 
Cärstoiu, I.: Sur la possibilit6 des mouvements irrotationnels d’un fluide vis- 
queux ineompressible. C. r. Acad. Sci., Paris 225, 664—666 (1947). 
Bekanntlich gibt es auch bei zähen inkompressiblen Flüssigkeiten Potential- 


periodische Störung & cos und der ungestörten Stromfunktion die periodische 


9% 


bewegungen. Verf. fragt, ob die Wirbelfreiheit bleibt, wenn sie einmal vorhanden 
war. Zur Lösung dieser Frage ergänzt er eine ältere Formel, die den Rotor durch 
Integrale über A rot v darstellt, durch eine neue Formel, welche die Geschwindigkeit 
durch Integrale über Av ausdrückt. Zum Schlusse Angabe eines Ausdrucks für 
A(p/o — U) durch die zweite Invariante des Tensors der Ableitung von v, die für 
ideale Flüssigkeiten schon länger bekannt ist, aber auch für zähe Flüssigkeiten 
nicht neu ist. (Vgl. Ref., Mh. Math. Phys. 43, 345—363 (1936); dies. Zbl. 14, 159). 
Hamel (Berlin). 
Viguier, @.: L’&eoulement d’un fluide visqueux avee gradients de temperature 
et gradients .de vitesse &lev6s. C. r. Acad. Sci., Paris 224, 1048—1050 (1947). 
Kurze Notiz über die Strömung zwischen zwei koaxialen Zylindern, falls die 
Zähigkeit vom Zylinderabstand linear abhängt. K. Wieghardt (Göttingen). 


Viguier, @.: La eouche-limite de Prandtl avee d’importants gradients de vitesses. | 


C.r. Acad. Sci., Paris 225, 45—46 (1947). 
Verf. behandelt den Fall einer ebenen inkompressiblen Strömung, die von der 


positiven Seite der x,-Achse kommend längs der als starre Wand gedachten x,-Achse 


verläuft. Im Äußeren der Grenzschicht kann die Strömung als reibungsfreie Poten- 
tialströmung angesehen werden. Für die Grenzschicht wird die Geschwindigkeit V7 
proportional zu einer Potenz von x, angenommen: V =kz”. Werden die Strom- 
funktion @ (x, %,) und die Variable x, gemäß 


kam+ı\ 


transformiert [nach dem Vorgang von V.N.Falkner und S. W.Skan, Philos. 
Magazine, London 12, 865—896 (1951)], so ergibt sich für y die Differentialgleichung 


m 


10 - +1 [77 , Ten [Z) ' ’ [77 1273 
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+? +)" + (ap Hy )yiy' 0, 


deren Koeffizienten x, bekannte Funktionen bekannter Parameter (darunter z.B. 


der Reynoldsschen Zahl) darstellen. Verf. diskutiert einige Spezialfälle dieser Diffe- 


rentialgleichung. M. Pinl (Köln). 


Prandtl, L.: Über ein neues Formelsystem für die ausgebildete Turbulenz. Mit - 
einem ergänzenden Zusatz von K. Wieghardt. Nachr. Akad. Wiss. Göttingen, math.- - 


physik. Kl., math.-physik.-chem. Abt. 1945, 6—19 (1947). 

Diese grundlegende Untersuchung setzt sich zum Ziel, durch rationelle Auf- 
stellung von Differentialbeziehungen für die Turbulenzstärke ein Formelsystem zu 
gewinnen, das sämtliche Arten der ausgebildeten Turbulenz umfaßt. Als Maß für 
die Turbulenzstärke dient die kinetische Energie E der turbulenten Störungsbe- 


wegung, und es wird eine Dilferentialbeziehung für das zeitliche Anwachsen oder Ab- 


nehmen dieser Energie für ein individuelles, mit der Grundströmung vorwärtsbe- 
wegtes Teilchen aufgestellt. Die Grundströmung wird als ebene Strömung ange- 
nommen, und von ihren Komponenten soll die eine, U, in x-Richtung, die andere, 
V, in y-Richtung stark überwiegen, so daß von den Affinorkomponenten der Form- 
änderungsgeschwindigkeit allein öU/öy in Betracht gezogen zu werden braucht. 


Diese Annahme trifft etwa bei allen Strömungen mit Grenzschichtcharakter zu. Die - 


Störungsbewegung ist natürlich als dreidimensional anzusetzen. Die zeitliche Än- 
derung dE/dt der Turbulenzenergie der Volumeneinheit für ein individuelles Element 
der mittleren Strömung wird aus drei Teilen additiv zusammengesetzt: 1. Die Ener- 
giezufuhr aus der mittleren Strömungsbewegung. Diese regelt sich in bekannter Weise 
nach O. Reynolds (vgl. H. A. Lorentz, Abh. über theor. Physik I, Leipzig 1907, 
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S. 43) und ist gleich TOU/dy mit 7 = os OU /0y (e „Austauschgröße‘ des Impuls- 
transports) nach Boussinesq. Wird u, vermöge E = p u% definiert, so kann e — 
kl u, geschrieben werden (l Mischungsweg, und da & der Dimension nach Länge mal 
Geschwindigkeit ist, ist k eine reine Zahl). 2. Die Energievernichtung durch die 
innere Arbeit des turbulenten Flüssigkeitsteils. Die Widerstände, die sich der 


. Weiterbewegung der einzelnen Flüssigkeitsballen entgegenstellen, werden bei hin- 


reichend großer Re-Zahl der Strömung durch eine Turbulenz zweiter Stufe an den 
Rändern des Ballens hervorgerufen und können nach den Regeln der freien Turbulenz 
behandelt werden. Da der Widerstand eines Flüssigkeitsballens proportional dem 
Quadrat seiner Relativgeschwindigkeit zur übrigen Flüssigkeit und proportional 
zu seinem Querschnitt ist — als Maß des Durchmessers kann der Mischungsweg 1 
dienen—, ergibt die Berechnung der verbrauchten Leistung für den zweiten Anteil 
den Ausdruck — co u%/l, wo c eine weitere Zahl ist. 3. Die Energiefortleitung von 
energiereicheren zu energieärmeren Stellen. Dieser Anteil ist anscheinend bisher 
nirgends berücksichtigt worden. Wie bei einem Temperaturgefälle ein Wärmestrom 
entsteht, so breitet sich die Turbulenzstärke in der Richtung ihres Gefälles aus. Es 
ergibt sich daraus als dritter Beitrag zu dE/dt der Ausdruck ö(e’dE/öy)/öy, wo als 
Austauschgröße für die Turbulenzenergie € = k’lu, (k’ eine Zahl) gesetzt wird. 
Von diesen drei Anteilen ist im Falle der isotropen Turbulenz allein der zweite von 
Null verschieden. Das Gesetz des Abfallens der Turbulenz bestimmt sich aus ihm 
als linear gebrochene Abhängigkeit von der Zeit in Übereinstimmung mit einer von 
Prandtl früher (Proc. V. Intern. Congr. Appl. Mech. 1938, 478—482) aus Hitz- 
drahtmessungen von Dryden und anderen gewonnenen Formel. Man erhält c = 0,2. 
Im Falle der Wandturbulenz im unendlich weiten Kanal mit 7 = const liefern der 
erste und der zweite Anteil ein Gleichgewicht; es empfiehlt sich, den noch frei 
wählbaren Mischungsweg in der alten Größe zu wählen, dann erhält man nämlich 
die einfache Relation ce = k3. — In einem Zusatz gibt K. Wieghardt auf Grund von 
Messungen H. Reichardts [Naturwiss. 26, 404 (1938)] in einem Kanal mit Recht- 
eckquerschnitt an, daß wegen des Druckabfalls k = 0,56 und wegen der Turbulenz- 
stärke in Kanalmitte k’ = 0,38 gewählt werden müssen. (Mit ce = k? wird c = 0,18 
in befriedigender Übereinstimmung mit dem oben angegebenen Wert 0,2). Wie 
K. Wieghardt dem Ref. brieflich mitteilt, haben noch unveröffentlichte Unter- 
suchungen die Forderung k’/k < 1/2 (gegenüber k’/k = 0,68 nach obigen Zahlen- 
angaben) ergeben. Voraussichtlich wird daher %’ einen kleineren Wert als 0,38 haben. 
H.Görtler (Freiburg i. Br.). 

Fabri, J.: Couche limite en &eoulement supersonique. C.r. Acad, Sei., Paris 
225, 42—44 (1947). 

Verf. unterscheidet an der in Rede stehenden Strömung drei Zonen: (A) die 
Grenzschicht, (B) die Übergangsschicht, in welcher die Wirkungen der Zähigkeit 
bereits schwach sind und (©) die ungestörte Strömung. Für das Studium der Grenz- 
schicht wird die Zähigkeit der Strömung bereits in (B) vernachlässigt und nur Ab- 
hängigkeit von Bedingungen außerhalb des Profils und der Geschwindigkeit an der 
Zonengrenze zwischen (A) und (B) vorausgesetzt. — Unter diesen Annahmen unter- 
sucht Verf. das Massenerhaltungsgesetz in der Grenzschicht und diskutiert die Ab- 
hängigkeit der entsprechenden Differentialgleichung von den Machschen und Rey- 
noldsschen Parametern. Ein Spezialfall gestattet den Vergleich der theoretischen 
und expefimentellen Ergebnisse und bietet die Möglichkeit, Integralkurven und 
experimentelle Kurven übereinzustimmen. M. Pinl (Köln). 

Seifert, H.: Die hypergeometrischen Differentialgleichungen der Gasdynamik. 
Math. Ann., Berlin 120, 75—126 (1947). 

Die nichtlineare Differentialgleichung der ebenen stationären wirbelfreien 
kompressiblen Gasströmung läßt sich durch die bekannten Transformationen von 
Legendre, Molenbroek, Tschapligin auf eine lineare Differentialgleichung 
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und diese durch den Ansatz mit getrennten Variabeln auf die Differentialgleichung 
a Hier Ele 
Le Zt. og —-l Y 4 


a | 


zurückführen, woe= +1, n> 0, z>1 gegebene Konstanten sind. Eine Inte- 
gralbasis dieser Gleichung ist 


Y,()=#’Fle+z: +5; 1+», z), 


wo F(a, ß, y, x) die hypergeometrische Reihe bezeichnet, » = + n, aber keine nega- 
tive ganze Zahl ist und 


VRR El zer wo 
este t (z? 1)n2) 


j 
41 
ist. Die Untersuchung des asymptotischen Verhaltens von Y, für große |v| bildet \ | 
das Hauptziel der Arbeit. — Durch die Methode der asymptotischen rn de] 


erhält Verf. im ‚„Unterschallintervall“ 0 Sr <.2* für positiver=+n die 
Abschätzung 


1 “ 

Ya =hayer a (1+0(,,)) 

und daraus mittels einer von ihm früher entwickelten Methode für das ‚„Überschall- | 
r 

L 

F 


intervall“ x«* < x< 1 die Abschätzung 
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7) m V2xya(x)(l—x) 
Für negative v = —.n leitet Verf. eine Integraldarstellung für Y,her und wendet 

die Sattelpunktmethode an. Er erhält so im Unterschallintervall die asymptotische 


Darstellung 
Y_.(2)= hia)e nt en 1:0 ()) 


und im Überschallintervall 

ak fr - snfn [ — g(£) ++ t+o(a)) 
Hall; . FR J Re » 4 n ei 
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Weiter werden asymptotische Darstellungen von Y,,„(x) an der Stelle x = a* 
hergeleitet, der Gültigkeitsbereich der Darstellungen untersucht sowie die Anzahl 
der Nullstellen von Y,, berechnet. Kamke (Tübingen). 

Reutter, F.: Über eine angenäherte quasilineare Potentialgleichung der ebenen 
kompressiblen Strömung und ihre mittels der Legendretransformation zu gewinnenden 
Lösungen. Z. angew. Math. Mech. 25/27, 156—157 (1947). 

Approximiert man die Stromdichte einer ebenen, adiabatischen, kompressiblen, 
reibungslosen und wirbelfreien Gasströmung mit den Geschwindigkeitskomponenten 
u(z,y) und» (x,y) mit |u/v| < 1 nach Oswatitsch in der Umgebung der kritischen 
Schallgeschwindigkeit durch eine gewisse in « quadratische Funktion, so erhält man - 
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durch Legendretransformation der x, yin neue bzw. in u und v lineare Veränderliche 
U und V die Potentialgleichung in der linearisierten Form — Upyp + po, 


deren allgemeines Integral sich in der Form = y % mit n(U,V)= (a, P; (U) 


I 
+ fr 9, (U)) -Coj Vi, V schreiben läßt; hierbei sind die P,, (U) und Q,, (U) 
nach Kuben von U fortschreitende Potenzreihen. Es stellt sich heraus, daß für ge- 
wisse Folgen 2} — oo trotz beständiger Konvergenz der Reihen für die P,, und 


Q:, die unendliche Reihe @ (U, V) = NY o,(U, V) nur für hinreichend kleine |U| 
v=1 - 

und V = 0 absolut und gleichmäßig konvergiert, d. h. fürx — oo strebt U einem be- 

stimmten Grenzwert zu, während y noch unbestimmt bleibt. Die Untersuchung von 

Strömungen mit der soeben geschilderten Singularität im Unendlichen, insbe- 

sondere um ein symmetrisch zur y-Achse gelegenes Profil bildet den Gegenstand 

der zweiten Hälfte der vorliegenden Arbeit. Grell (Erlangen). 


Chin Shih Ken: Remarques sur P’intögration approch6e des 6quations du mouve- 
ment continu d’un fluide compressible. €. r. Acad. Sei., Paris 225, 718—720 (1947). 

Es handelt sich in dieser kurzen Mitteilung um eine Fortführung von Unter- 
suchungen von J. P&r&s [C. r. Acad. Sci., Paris 219, 501 (1944)]. Für dort betrach- 
tete fiktive Strömungen kompressibler Medien (definiert durch Vorgabe der Ab- 
hängigkeit des Druckfeldes und des Geschwindigkeitsfeldes von der Dichte des 
Mediums), die sowohl für Unterschall- als für Überschallgeschwindigkeiten ana- 
Iytisch einfach zugängliche Potential- und Stromfunktionen liefern, wird darauf 
hingewiesen, daß diese in gewisser Weise mit rechnerischem Vorteil als Approxi- 
mationen einer wirklichen Gasströmung verwendet werden können. Es wird gefragt, 
wie man dabei unter den betrachteten fiktiven Strömungen (mit verfügbaren Para- 
metern) die Wahl zu treffen hat. Verf. macht hierfür zwei Gesichtspunkte der 
Approximation geltend und teilt mit, wie unter diesen Gesichtspunkten die Ent- 
scheidung zu treffen ist. Görtler (Freiburg i. Br.). 

Pinl, M.: Zur Integrationstheorie adiabatisch-kompressibler Potentialströmun- 
gen. Z. angew. Math. Mech. 25/27, 153—154 (1947). 

Kurze Erwähnung eines Gedanken des Ref. (Allgemeine Integration linearer 
partieller Differentialgleichungen vom elliptischen Typ bei zwei Grundvariablen, 
erscheint demnächst in den Abh. math. Sem. Univ. Hamburg) im Hinblick 
auf eine Anwendungsmöglichkeit in der Theorie der ebenen adiabatisch kompressib- 
len Strömungen im Unterschallbereich. Eichler (Göttingen). 

Germain, P.: Etude de eertains r6gimes eoniques. ©. r. Acad. Sei., Paris 224, 
18°—185 (1947). 

Verf. behandelt die linearisierte Überschallströmung um einen Körper im 
Innern eines Machschen Kegels und führt diese Aufgabe mit Hilfe einer Bemerkung 
von v.Kärmän zurück auf folgendes gemischte Randwertproblem der ebenen 
Potentialtheorie: Gesucht ist eine im Innern eines beschränkten Gebietes reguläre 
Potentialfunktion, wenn auf dem einen Teil der Berandung die Funktionswerte 
selbst und auf dem übrigen Teil eine lineare Beziehung zwischen den Funktionswerten 
und den partiellen Ableitungen erster Ordnung vorgeschrieben sind. Für die Stö- 
rungsgesehwindigkeit, die von einem keilförmigen Körper mit kleinem Neigungs- 
winkel hervorgerufen wird, erhält Verf. eine bekannte Formel von M. A. E. Puckett 
(Journ. Aeron. Science 1946). Schubert (Rostock). 

Germain, P.: Solution approch6e des 6eoulements coniques infinitesimaux. 
C.r. Acad. Sci., Paris 225, 487—489 (1947). 

Verf. behandelt die linearisisrte Überschallströmung im Innern eines Machschen 
Kegels um ein kegelförmiges Hindernis von kleinem Öffnungswinkel, dessen Er- 
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zeugende nur schwach gegen die Windrichtung geneigt sind. Die Bestimmung der 
Störungsströmung wird durch Entwicklung nach einem kleinen Parameter in erster — 
Näherung auf ein funktionentheoretisches Randwertproblem mit einer Hilbertschen 
Randbedingung zurückgeführt. Das Näherungsverfahren liefert für die x-Kompo- 
nente der Störungsströmung um einen Kegel von elliptischem Querschnitt eine be- 
kannte Formel von Busemann. Schubert (Rostock). 

Quade, W.: Zur Theorie der ebenen stetigen Gaswellen von endlicher Schwin- 
gungsweite. Z. angew. Math. Mech. 25/27, 215—232 (1947). 

Die bereits von B. Riemann (Ges. Werke, 2. Aufl. 1892, S.43) und Hugoniot 
[J. Ecole polytechn., Paris 33, 477 (1887)] erfolgreich in Angriff genommene Theorie 
der ebenen stetigen Gaswellen von endlicher Schwingungsweite gewinnt durch Ein- 
führung der Begriffe ‚longitudinale Verschiebung‘ und ‚Dehnung‘ unter Anleh- 
nung an die klassischen Methoden der Integrationstheorie Monge- Amperescher - 
Diff.rentialglei hungen erheblich an Durchsichtigkeit. — Strömt ein Gas mit der 
konstanten Geschwindigkeit vom Betrag », in der Richtung der z-Achse eines 
räumlichen kartesischen Koordinatensystems, so gitt =a-+v,t+s(a,t). Da 
die Geschwindigkeit v, ohne Einfluß auf die für s zu formulierenden Randwertauf- 
gaben bleibt, kann v, = 0 angenommen werden. Durch s(a, t) als Funktion des ‘ 
(Lagrangeschen) Parameters @ und der Zeit ? ist die longitudinale Verschiebung de- 


finiert, durch — 5 „die sogenannte Dehnung. Unter Berücksichti ung der Eulerschen | 


BAR A her der Kontinuitätsgleichung und des Zusammenhanges zwi- 7 
schen Druck und Dehnung ergibt sich für s(a, t) die Monge-Amperesche Differential- 
gleichung 


025 c? 628 


a7 (1 hi I 3a: 


mit c als Schallgeschwindigkeit und x als adiabatischem Exponenten. — Für kleine 


Schwingungen re uziert sich diese Gleichung auf eine hyperbolische Differential- 
gleichung mit konstanten Koeffizienten: 2 _ = = (0 mitr=et und führt (z. B. 
in einem beiderseits abgeschlossenen Rohr) auf das Randwertproblem 

I, TD)=esk,r)=0, TI, s(a,0) = gpla), $:(a, 0) = yla) 

mit entsprechend vorgegebenen Funktionen @ und y (und durch a= 0 unda—=I 
charakterisierte Abschlußwände des Rohres). In Analogie zur klassischen Behand- 
lung des Problems der schwingenden Saite ergibt sich die Lösung 

a + T 
1 
sr) =5z[pla+trT)+g( a-n]+z|v (x) dx 
A } 

mit p und » als ungeraden periodischen Funktionen mit der Periode 2l. Die Dis- 
kussion des Resultates ergibt unter anderem: die Geschwindigkeit der einzelnen 
Gasteilchen bleibt für x > 1 unter der Schallgeschwindigkeit e. — Ein Kolbenstoß 
in einem „nach rechts“ sich unbegrenzt ausdehnenden Rohr erzeugt eine in dieser 
Richtung sich ausbreitende Welle. Das zugehörige Randwertproblem der hyper- 
bolischen Differentialgleichung löst Verf. auf Grund des allgemeinen Integrals 

s(a, rt) = f{r + a) + g(r— a), welches längs der Charakteristik T=«a verschwin- 
det. Die Randbedingung lautet s (0,7) = o(r) mit co(0) = 0’(0) = 0’ (0) = 0, 
— 1/x <a’ (Tr) < 1 und stetigem 0’ (r). — Wird an Stelle des Hookeschen Gesetzes 
das Problem der Ausbreitung ebener Wellen unter der Annahme isothermer Zustands- 
änderungen des Gases gestellt, so ergibt sich mit «<= 1 die Monge-Amperesche 
Differentialgleichung 


9 3\— 2 
0°8 — 1 + 2) vom Typus r —(l + pi = ve 


er: 
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Auf dieselbe Gleichung kommt man unter der Voraussetzung beschränkter Deh- 
nungen auch bei adiabatischen Zustandsänderungen. Aus dem Charakteristiken- 
system dieser Monge-Ampereschen Differentialgleichung gewinnt Verf. das Vor- 
integral p =e”2— 1 vom Typus f(p,gq) = 0. Die Lösungen von Differentialglei- 
chungen dieses Typus sind bekanntlich Torsen. Auf diesem Wege gewinnt man also 
nur Lösungen des Systems 
r—- 1+-Mt=0, rt 2-0. 
Das Auftreten einer Rückkehrkante auf den Lösungsflächen dieses Systems ist somit 
differentialgeometrisch zu erwarten. Sie bedeutet physikalisch die Existenz von 
Punkten, in denen ein mehrdeutiger Geschwindigkeitszustand herrscht, die soge- 
nannte Riemann-Hugoniotsche Erscheinung. Verf. vermutet die Ursachen dieser 
Erscheinungen in unzureichenden physikalischen Voraussetzungen über die Natur 
der Wellenausbreitung (unberechtigte Vernachlässigung von Reibungs- und Wärme- 
leitungseinflüssen etwa) und versucht auf Grund seiner Parameterdarstellung 
z 209, y-ze mM +n, z=[ll+o WM) — 1] +o(n, n>0 
der Lösungsflächen eine (die Randbedingungen nicht verletzende) Funktion &(n) 
derart zu wählen, daß die Rückkehrkante der Lösungsfläche physikalisch unschäd- 
lich wird. Das gelingt z. B. mit dem Ansatz | 
o(n) = u. (1+n7) +n-—arctgn. 
Ref. möchte demgegenüber jedoch auch schon die vorliegende Integrationsmethode 
der Monge-Ampereschen Differentialgleichung hinsichtlich ihrer physikalischen 
Zweckmäßigkeit beanstanden, nämlich die Verwendung des Vorintegrals p = e—1, 
dessen sämtliche nichttriviale Lösungen mit Rückkehrkanten behaftet sind. Liegt 
in der Formulierung des Randwertproblems bereits ein Zwang zu dieser differential- 
geometrisch so eng gefaßten Integrationsmethode? [Die Verhältnisse ähneln dem 
Integrationsproblem der adiabatisch-kompressiblen Potentialströmung, vgl.z.B. 
H. Behrbohm und M. Pinl, Intermediäre und singuläre Integrale der Grundglei- 
chung der ebenen adiabatisch-kompressiblen Potentialströmung, Z. angew. Math. 
Mech. 21, 341—350 (1941); dies. Zbl. 27, 27]. — Die Fortsetzung dieser interessanten 
Untersuchungen im Falle adiabatischer Zustandsänderungen führt Verf. auf ähnliche 
singuläre Erscheinungen. Jetzt handelt es sich um die Monge-Amperesche Gleichung 
r — (1+ p)**!t=0 und die gleiche wiederum verlockende Methode führt auf das 
1 2 
Vorintegralp=(1+Ay) ?7—1,)= . > - >0, wiederum mit der differential- 


geometrischen Konsequenz r t— s? — 0) für die Lösungsflächen, wiederum mit der Ge- 
fahr Riemann-Hugoniotscher Erscheinungen längs der Rückkehrkanten der Lö- 
sungstorsen. Doch gelingt es Verf. auch hier, Lösungstorsen mit physikalisch unge- 
fährlichen Rückkehrkanten ausfindig zu machen. M. Pinl (Köln). 


Atomphysik. 
Quantenmechanik: 


Breit, G. and R. E. Meyerott: Effeet of nuclear motion on the hyperfine structure 
of the ground term of hydrogen. Physic. Rev., Minneapolis, IL. s. 72, 1023—1037 
1947). 
Ye Grund der Breitschen Gleichung für das wellenmechanische relativistische 
Zweikörperproblem wird die Hyperfeinstruktur des Wasserstoffs untersucht. Die 
Kernmitbewegung gibt für die Aufspaltung einen Korrekturfaktor (1 + m/M) 
(m/M — Verhältnis von Elektronen- zu Kernmasse). Es wird eine Störungsrechnung 
erster Ordnung durchgeführt; der Kernradius wird, um Divergenzen zu vermeiden, 
als endlich angenommen. Ein Zusatzterm in der Breitschen Gleichung berücksichtigt 
den wirklichen Wert des magnetischen Moments des Protons, der von dem durch 
die Dirac-Gleichung gegebenen Wert verschieden ist. J. Meixner (Aachen). 
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Durand, E.: Une expression nouvelle des relations entre les 16 grandeurs bi- 
linsaires form6es avee les matrices du type Dirae. ©. r. Acad. Sci., Paris 225, 280 
bis 282 (1947). E 

Bildet man aus den Diracschen Matrizen und ihren Produkten a, = 1,.., 05 
vermittelst des Spinors y, (k = 1, 2,3, 4) die 16 Bilinearformen (y,%,y), so sind 
von diesen offenbar nur 9 unabhängig. Also müssen diese 16 Tensorkomponenten 
(= 2 Skalare, 2 Vierervektoren, 1 Sechservektor) durch 7 unabhängige Identitäten 
verknüpft sein, deren übersichtliche invariante Formulierung noch nicht gelungen \ 
ist. Verf. bringt eine interessante, aber doch sehr undurchsichtige, die Tensoreigen- 3 | 
schaften nicht zum Ausdruck bringende Formulierung in 16 Gleichungen. P. Jordan. j 

Durand, E.: G6n6ralisation des formules d’Olinde Rodrigues et nonvelle re- 
pr6sentation des rotations d’Univers. €. r. Acad. Sei., Paris 225, 375—377 (1947). 

Aufstellung einiger expliziter Formeln zur Theorie der Diraeschen Matrizen 
und der Spinor-Darstellung der Lorentzgruppe. P. Jordan (Hambuıg). 

Gustafson, T.: On the elimination of eertain divergeneies in quantum eleetrodyna- 
mies. Ark. Mat. Astron. Fysik A 34, Nr. 2, 98. (1947). 

Verf. betrachtet die Selbstenergie eines Elektrons in der Quantenelektrodyna- 
mik ohne Löchertheorie (Einkörperproblem) in der störungstheoretischen Nähe- 
rung —e?. Als Limitierungsverfahren für die normalerweise auftretenden Diver- 
genzen dient ihm die Methode von M. Riesz [C. r. Congr. internat. Math. Oslo I 
1936 II, 44—46; Conference & la Reunion internat. d. Math. & Paris en Juillet 1937 
(1939); N. E. Fremberg, Diss. Lund 1946]. Bezüglich Retardation, die vom Verf, 
vernachlässigt wird, wird auf eine spätere Arbeit von S. B. Nilsson verwiesen. 
Die bekannten Gleichungen für die Feldoperatoren werden störungsmäßig nach der 
R-Methode integriert. Zur Behandlung der inhomogenen Dirac-Gleichung muß das 
Verfahren auf den Fall nicht verschwindender Ruhmasse verallgemeinert werden, 
Die Selbstenergie wird ohne weitere Abänderungen der Theorie in der e®-Näherung 
endlich. — Dieses Ergebnis entscheidet nicht über die Brauchbarkeit des betrach- 
teten Limitierungsverfahrens in der Quantenelektrodynamik, da eine sinnvolle Dis- 
kussion der Selbstenergieschwierigkeiten nur in der Löchertheorie möglich ist. Dort 
versagt das Riesz-Gustafsonsche Verfahren, wie S. B. Nilsson bei der Diskussion 
der Coulombenergie gezeigt hat [Fysiogr. Sällsk. Lund Förh. 16, No. 24 (1946)]. 

Jost (Zürich). 

Chang, T. S.: A note on relativistie seeond quantization. Proc. Cambridge 
philos. Soc. 43, 183—195 (1947). 

In enger Analogie an eine von Dirac [Proc. R. Soe., London A 180, 1— 40 (1942)] 
gegebene Quantelung des Lichtfeldes wird die Quantelung eines Feldes angegeben, 
die zu Teilchen mit Fermistatistik führt, zunächst ohne Wechselwirkung zwischen 
den Teilchen. Für eine Theorie mit Wechselwirkung werden Hinweise gegeben, 

F. Hund (Jena). 
Littlewood, D. E.: An equation of quantum mechanies. Proc. Cambridge philos. 
Soc. 43, 406—413 (1947). - 

Eine von Duffin und Kemmer herrührende Fassung der Gleichungen eines 
Mesonfeldes (dies. Zbl. 20, 90 u. 23, 190) benutzt vier Größen ß,, die Vertauschungs- | 
regeln B,ß,ßr + Pr ßı = 95 ßr + Hrßı (95 = 9; +1) erfüllen. Hier werden nun 
die Matrizendarstellungen der Systeme von 2, 3, 4 und 5 Größen dieser Art explizit 
» angegeben; die Verallgemeinerung für beliebige Zahl der ß, ist daraus ersichtlich. 

F. Hund (Jena). 
Harish-Chandra: On the algebra of the meson matrices. Proc. Cambridge 
philos. Soc. 43, 414—421 (1947). 

Die Duffin-Kemmerschen 3-Matrizen (s. vorangeh. Referat) können durch Ein- 
führung einer fünften Dimension übersichtlich behandelt werden, wobei sich Be- 
ziehungen zeigen, die solchen für Dirac-Matrizen analog sind. F. Hund (Jena). 
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